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Resumen:

En ese documento se trata de identificar
los elementos de la practica del profe-
sor que permiten generar en el aula una
discusién sobre el concepto de fraccién
y que proporcionan oportunidades de
aprendizaje a los alumnos. Para ello par-
timos de dos situaciones-problemas gene-
radas por el maestro, una de ellas corres-
pondiente a la introduccion del concepto
y la otra a un momento mds avanzado del
proceso de ensefianza aprendizaje en el
que los alumnos tienen que manejar los
conceptos aprendidos. La metodologia de
investigacion utilizada es cualitativa, cen-
trada en el estudio de un caso. Los datos
se han recogido mediante la grabacion de
dos sesiones de aula y para su andlisis se
ha utilizado como marco metodoldgico el
Knowledge Quartet (KQ) haciendo énfasis
en las cuatro dimensiones: fundamenta-
cion, transformacion, conexién y contin-

Abstract:

This document seeks to identify the ele-
ments in teachers’ practice that allow
generating a discussion in the classroom
about the concept of fraction and provi-
de learning opportunities to students. To
this end, we start from two situations-
problems generated by the teacher, one
of them is the introduction of the concept
and in the other, which corresponds to a
later stage of the teaching-learning pro-
cess, the students have to handle the con-
cepts learned. The research methodology
used is qualitative, since it is based on
a case study. The data were collected by
recording two classroom sessions and the
Knowledge Quartet (KQ) was used as a
methodological framework, emphasizing
its four dimensions: foundation, trans-
formation, connection and contingency.
Learning opportunities vary from one task
to another. The first one, on being an intro-
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gencia. Las oportunidades de aprendizaje  ductory activity, is more related to connec-
varian de una tarea a otra. En la primera,  tion, while, in the second, foundation and
al ser una actividad introductoria, estan  transformation have more weight. Howe-
mds relacionadas con la conexién mien-  ver, in both, contingency emerges as a key
tras que en la segunda tiene mds peso la  aspect to delve into the understanding of
fundamentacién y la transformacién. Sin  the concepts.

embargo, en ambas, la contingencia es

un aspecto clave para ahondar en la com-

prensién de los conceptos.

Palabras clave: Key words:

Resolucién de problemas; practica del ~ Problem solving; teacher’s practice; frac-
profesor; fraccién. tion.

Résumé:

Ce document cherche a identifier les éléments de la pratique de I'enseignant qui per-
mettent de générer une discussion en classe sur le concept de fraction et qui offrent des
opportunités d’apprentissage aux éleves. Nous commencons donc a partir de deux situa-
tions-problemes générés par le professeur, I'un correspondant a I'introduction du con-
cept et I’autre a un processus d’apprentissage de I’enseignement plus avancé dans lequel
les étudiants doivent gérer les concepts appris. La méthodologie de recherche utilisée est
qualitative, centrée sur I"étude d’un cas. Les données ont été recueillies en enregistrant
deux séances en classe et pour I'analyse, comme cadre méthodologique, le Quartet des
connaissances (KQ) a été utilisé et met |'accent sur les quatre dimensions: fondations,
transformation, connexion et de contingence. Les possibilités d’apprentissage varient
d’une tache a l'autre. Dans le premier, comme il s’agit d’une activité d’introduction,
elles sont plus liées a la connexion tandis que dans la seconde, le fondement et la trans-
formation ont plus de poids. Cependant, dans les deux cas, la contingence est un aspect
clé pour approfondir la compréhension des concepts.

Mots clés:
Résolution de problemes; pratique de I'enseignant; fraction.
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Introduccion

Han sido numerosas las investigaciones en las que se describen las
dificultades de los alumnos en torno al concepto de fraccién. Segin
Monteiro y Pinto (2006) uno de los obstdculos en la comprensién de
este concepto es el énfasis que hacen los profesores en el calculo al-
goritmico, las reglas y los procedimientos, relegando a un segundo
plano la resolucién de problemas. La comprensién de los conceptos
matematicos requiere tener en cuenta su representacion y significado.
“La representacion permite la expresion y uso del objeto. El significado
atiende a la interpretacion del objeto” (Pecharroman, 2014, p. 112).
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Estos dos son los aspectos en los que nos vamos a centrar en esta in-
vestigacion.

Ya Kieren (1976) identificé cuatro significados del concepto de frac-
cién: como operador, como razén, como cociente y como medida,
mientras que Behr et al. (1992) afiadi6 un nuevo significado: parte-todo.
En cuanto a las representaciones, para la ensefanza de las fracciones los
maestros usan diversas representaciones como: figuras geométricas, rec-
ta numérica, objetos, representacion numeérica, ... aunque no siempre de
forma adecuada segun el significado de fraccién que se estd manejando
en el aula (Pifién, 1995).

Seglin Ponte (1995) el profesor tiene que tener un papel esencial en
los procesos de cambio curricular, no sélo para interpretarlos correcta-
mente sino también para informar y validar el contenido respectivo. Por
ello consideramos que la practica del profesor es fundamental para com-
prender en qué se basa su conocimiento y cudles son los mecanismos
que usa y que le ayudan en su vida profesional.

Este estudio, que forma parte de uno mas amplio realizado en Por-
tugal, pretende identificar y clasificar los conocimientos matematicos
movilizados por un profesor en la ensefanza de las fracciones en 5° afio
de escolaridad, prestando especial atencion a aquellos conocimientos
que se revelan promotores del desarrollo del concepto. Se trata de un
estudio exploratorio centrado en los momentos de discusién con toda
la clase. Aqui nos limitamos apenas a la descripcién y analisis de dos
tareas correspondientes a dos sesiones de clase.

Las investigaciones que se han realizado en torno al conocimiento
del profesor tienen aplicaciones tanto en la formacién de futuros profe-
sores como para mejorar la practica docente de los profesores en ejer-
cicio. Esta practica, como senala Llinares (2013), se nutre tanto de la
investigacion como de la propia experiencia del docente, de forma que
las investigaciones mas recientes sobre el conocimiento del profesor se
centran en dicha practica. Tal es el caso de la investigacién desarrolla-
da en la Universidad de Michigan por Deborah Ball y colaboradores e
identificada con el conocimiento matematico para la ensefianza (MKT).

El objetivo principal que se persigue con el presente estudio es iden-
tificar las acciones que realiza el profesor, derivadas de su conocimiento,
durante la discusion grupal de la resolucion de dos situaciones-problema
y cémo estas acciones generan oportunidades de aprendizaje para los
alumnos, entendiendo por oportunidad de aprendizaje a un indicador
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que conecta ensenanza y aprendizaje (Hiebert y Grouws, 2007). Para al-
canzar este objetivo se realizard un analisis micro de las dos situaciones
sin perder de vista los objetivos que, de forma mds general, ha planteado
el profesor en sesiones de aula reales.

Marco teorico

Este trabajo de investigacion se encuadra dentro del modelo tedrico de
Shulman (1986) que propone que el foco de la investigacion sobre la
ensenanza sea el estudio del conocimiento del profesor acerca de un
topico. Para eso, debe entenderse que toda la actividad educativa tiene
como soporte una serie de creencias y de teorias implicitas que forman
parte del pensamiento del profesor y que orientan sus ideas sobre el
conocimiento asi como su ensefanza. Shulman (1986) considera que el
conocimiento del profesor estd organizado en tres aspectos interrelacio-
nados: el conocimiento del contenido a ensefar (que se denomina Sub-
ject Matter Knowledge), el conocimiento diddctico del contenido (que
se designa por Pedagogical Content Knowlege) y el conocimiento del
curriculo (que se designa por Curriculum Knowledge).

En esta investigacion interesa el conocimiento del profesor que se
muestra en la practica docente. Esta practica docente se concretard en
torno a dos elementos: las situaciones problema que plantea el profesor
y la discusion en gran grupo de la resolucion de dichas situaciones. Estas
situaciones-problema o tareas son el medio que utiliza el profesor para
lograr el aprendizaje de los alumnos. Pueden tener estructuras diferen-
tes, diferente grado de complejidad, involucrar diferentes contextos o
presentaciones y pueden dar lugar a una estructuracion temporal y or-
ganizativa diferentes (Ponte, 2005). Por esto se han escogido dos tareas
muy diferentes entre ellas, correspondientes a diferentes momentos de
ensenanza, que involucran diferentes aspectos del concepto de fraccion
y que conllevan el uso de representaciones distintas para poder analizar
las oportunidades de aprendizaje.

El otro aspecto que se ha considerado, es el relativo a la discusion en
gran grupo, con toda la clase. Este es un elemento clave en esta investi-
gacion por cuanto durante las discusiones en grupo se pueden observar
las acciones que realiza el profesor a través de registros verbales. Ade-
mas, la comunicacién dialégica, en la que los diferentes participantes
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intervienen desde su rol en el aula permite al profesor “tener en cuen-
ta diferentes puntos de vista... Animando a los estudiantes a participar
de una forma exploratoria que ayuda al desarrollo de la comprension”
(Ruthven, Hofmann y Mercer, 2011, p. 81). Para ello, un elemento esen-
cial son las preguntas que realizan tanto el maestro como los alumnos
a través de las cuales se puede organizar la discusién, negociando el
significado de los conceptos matematicos o conduciendo a los estudian-
tes a hacer conexiones entre diferentes conceptos matematicos (Bishop
y Goffree, 1986). En este proceso estan involucrados tanto el profesor
como los alumnos. El primero por cuanto con sus preguntas incide en
los aspectos clave del contenido que se esta trabajando en el aula (She-
rin, 2002), redirige el pensamiento de los alumnos, muchas veces in-
cluso anticipa las dificultades con las que éstos se encuentran (Ponte y
Quaresma, 2016), determina las intervenciones de los alumnos y esta-
blece diferentes posibilidades para la resolucion de las tareas a partir del
trabajo de los alumnos (Stein, Engel, Smith y Hughes, 2008). En cuanto
a los alumnos, estas preguntas conducen a desarrollar la competencia
relativa a la comunicaciéon matematica, permiten que ajusten el lenguaje
matematico, los términos que utilizan, incluso las diferentes representa-
ciones del concepto en cuestion.

Para esta investigacion se ha recurrido al modelo Cuarteto del Cono-
cimiento (Knowledge Quartet) de Rowland, Huckstep e Thwaites (2011)
que se concreta en un cuadro tedrico para la observacién, andlisis y
desarrollo de la practica de la ensefianza de las Matematicas. Se selec-
ciond este marco para el analisis, por cuanto estd centrado en el analisis
de la practica y ayuda a identificar las acciones realizadas por el profesor
cuando trata de ensefar un topico matemdtico para analizar lo que sabe
y piensa. Este marco tedrico tiene como foco la contribucién tanto al
conocimiento del contenido matematico como al conocimiento didacti-
co del contenido del profesor. Se trata de un marco flexible que permite
capturar las ideas importantes y encuadrarlas en un nimero no excesivo
de categorias conceptuales que puedan ser eficaces en la investigacion.
En este modelo se categorizan las situaciones de las aulas de matematica
con particular atencién al tépico matematico a ser ensenado y al cono-
cimiento matematico que el profesor pone en juego en el aula (Rowland,
2005). El objetivo es lo que el profesor sabe, en qué se fundamenta y
cémo identificar las oportunidades para mejorar la ensefianza.

Inicialmente, los investigadores Rowland, Huckstep y Thwaites (2005)
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a través del analisis de 24 lecciones videograbadas de un futuro profesor
cuando ensefaba la sustraccion, y mediante un proceso inductivo con
una comparacion constante, construyeron el marco teérico que organiza
el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del conteni-
do del profesor. Este marco estaba estructurado en cuatro dimensiones y
18 codigos. En un refinamiento posterior generaron un conjunto de 20
categorias que fueron agrupadas por ser de la misma naturaleza o simi-
lar en cuatro dimensiones: Fundamentacion, transformacion, conexion y
contingencia (Rowland, Huckstep and Thwaites, 2011).

En la fundamentacion se incluyen los conocimientos y la compren-
sion de la matematica per se y el saber necesario para ensefiar mate-
maticas, asi como las creencias sobre la naturaleza de la matematica,
las finalidades de la educaciéon matematica y las condiciones sobre las
cuales los alumnos aprenderan mejor las matemdticas.

Las otras tres dimensiones se refieren a los modos y contextos en los
cuales el conocimiento es aplicado y en la preparacién y organizacion
de la ensefanza.

La transformacion evidencia que la base del conocimiento para ense-
far se distingue por la habilidad del profesor para transformar el cono-
cimiento del contenido que posee en formas que son pedagégicamente
fuertes. La conexion incluye la coherencia en la planificacién en la ense-
fanza evidenciada a lo largo del episodio de la clase o de una serie de
clases. La contingencia incluye la capacidad de responder del profesor
en situaciones de clase que no estaban previstas ni anticipadas.

En el Cuarteto del Conocimiento muchos episodios o momentos pue-
den ser entendidos en términos de dos o mds de las cuatro dimensiones.
Por ejemplo, una respuesta a una sugerencia de un alumno (contingen-
cia) puede relacionar ideas anteriores (conexion) o puede necesitar de
un conocimiento de la materia a ensefar (fundamentacion). Ademas se
puede argumentar que la aplicacion del tema en la clase se basa siempre
en “lo que el profesor sabe” (fundamentacion).

La siguiente tabla (Rowland, Huckstep e Thwaites, 2011) muestra la
distribucion de las categorias por cada una de las cuatro dimensiones.
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Tabla 1. Categorias del Cuarteto del Conocimiento de Rowland, Huckstep e
Thwaites (2011).

Dimensién Categorias

Fundamentacién Consciencia de los objetivos, recurre al manual, concentra-
cién en los procedimientos, identificacion de errores, ex-
hibicién explicita del tema, bases tedricas de la pedagogia,
uso de la terminologia matematica

Transformacion  Seleccién de ejemplos, seleccion de representaciones, uso
del material de ensefianza, demostracion del profesor (para
ensenar un procedimiento)

Conexion Anticipacion de la complejidad, decisiones sobre la secuen-
ciacién, conexiones entre procedimientos, conexiones so-
bre conceptos, reconocimiento de la adecuacién concep-
tual

Contingencia Desvio del plan de trabajo, responde a las ideas del alumno,
uso de oportunidades, percepcién del profesor durante la
clase.

La adopcion de este marco metodolégico se realizé por ser de gran
utilidad para el estudio del conocimiento del profesor a través de la prac-
tica y por el marcado caracter de la contingencia que permite el andlisis
de la interaccion con el alumno o entre los alumnos y exige un sentido
de improvisacién que se puede traducir como un momento de aprendi-
zaje para el profesor. Cuando se confronta con la manera de pensar de
un alumno, el profesor se ve obligado a una reflexién para reaccionar y
tomar una decision. Dado que el trabajo en el aula se realiza de manera
dialégica, se ha considerado este marco como el idéneo para el andlisis.
Se trata de estudiar al profesor en su ambiente natural, el aula, conside-
rando toda su complejidad. Esto no se logra determinar mediante el uso
de otros marcos tedricos.

Metodologia y disefio de la investigacion

Este estudio sigue un paradigma cualitativo e interpretativo (Bogdan
& Biklen, 1994) con un estudio de caso. El profesor que participé en
el estudio es licenciado en matemadticas y ciencias de un instituto
politécnico publico de Portugal, imparte las asignaturas de matema-
ticas y de ciencias desde hace 24 afios en un centro de educacion
primaria. Se considera un profesor interesado e involucrado aunque
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en los Gltimos afios no ha participado en actividades de formacién
continua.

Para realizar la investigacion se solicité autorizacién al director de la
escuela que fue el que indicé el interés y la disponibilidad del profesor
José (nombre ficticio) para colaborar en el estudio. Por lo tanto, no hubo
un criterio especifico de seleccién del docente sino su disponibilidad
para participar.

Se realizé una solicitud de autorizacion a los padres de los alumnos
antes de iniciar la recogida de los datos. En total se grabaron en video
entre abril y junio de 2012, 17 clases de un grupo de 5° grado en las que
se abordé el concepto de fraccion y que posteriormente fueron trans-
critas en su totalidad. Ademdas de la grabacion, el investigador realizé
una observacién que plasmé en un diario a modo de registro. Antes del
inicio del estudio se realiz6 una entrevista semiestructurada al profesor
sobre su trayectoria profesional e inquietudes.

Los datos que se han considerado para este articulo han sido los re-
lativos a la primera entrevista del profesor, el diario de observacién del
investigador y la grabacién en audio y video de las dos sesiones de aula
mencionadas.

El analisis se centr6 en la practica lectiva del profesor sin hacer refe-
rencia a los alumnos. Se llevé a cabo después de la transcripcion de to-
das las sesiones y de la entrevista. Se analizaron por separado cada una
de las tareas realizadas en el aula mediante un analisis de contenido que
permiti6 el paso de los datos brutos a los datos organizados sin desviarse
del material, pero haciendo evidentes aspectos invisibles inicialmente.
Las tareas se dividieron en segmentos a los que se fue asociando una o
mas de las dimensiones del modelo KQ y que se fueron categorizando
por los investigadores procurando la triangulacién de los investigadores.

Resultados y discusion

A continuacion, se presenta el andlisis de dos de las tareas analizadas.
La primera de ellas corresponde a una actividad introductoria en la que
el profesor plantea el concepto de fraccién en un contexto de medida
relativo a la comparacion de areas de figuras planas. La segunda es una
tarea planteada a los alumnos hacia la mitad de toda la programacién
relativa a la suma de fracciones, por tanto, los alumnos ya poseen algu
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nos conocimientos de este concepto y durante esta sesion el profesor va
a procurar integrarlos. En las transcripciones no se ha hecho distincion
de los alumnos puesto que el andlisis estd centrado en el profesor. Se
presentan estos resultados manteniendo la cronologia para comprender
mejor el proceso que se ha seguido en cada tarea e indicando la di-
mension/categoria que se pone de manifiesto en cada momento. En los
extractos seleccionados a continuacion, se indica la intervencion del
profesor mediante una Py la de un alumno con una A. Se ha procurado
mantener la opcién dialégica utilizada en el aula.

Introduciendo el concepto de fraccion: La fraccion como
medida

La situacién que se propone es la siguiente: El profesor distribuye a los
alumnos un tangram. Las figuras del tangram van a servir de compara-
cion unas con otras para establecer la medida de su area.

El profesor comienza la clase repartiendo a cada uno de los alumnos
un tangram (transformacion-uso de material) y plantea inicialmente una
actividad exploratoria para que se vayan familiarizando con el material
de forma que vayan distinguiendo las figuras que lo conforman vy las ca-
racteristicas que poseen, ademas de diferenciarlas. Les pide a los alum-
nos que realicen construcciones con las piezas al mismo tiempo que van
discutiendo en gran grupo diferentes cuestiones que plantea el profesor.
Esta fase de familiarizacién con el material didactico permite al profesor
repasar y afianzar otros conceptos matemdticos, en este caso geométri-
cos, como es la clasificacién de las formas planas (conexién-entre con-
ceptos). En este caso el aspecto central que centra la discusién son las
caracteristicas geométricas de las figuras que conforman el material, lo
que lleva a clasificarlas (fundamentacion).

P: Una pieza como esta ; Como se llama?

A: Triangulo

P: Tridangulo. Clasificame este triangulo en cuanto al angulo. Nosotros no he-
mos dado bien esto, pero bueno. En cuanto a los dngulos ;Como es este de
aqui?

A: Recto

P: sCémo se llama este tridngulo? s Quién ayuda a Ana? El tridngulo que tiene
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un angulo recto. Nosotros todavia no lo hemos dado pero esto son cosas
que... squién lo sabe?

A: Rectangulo

P: Triangulo rectangulo. Muy bien. ; En cuanto a la longitud de los lados? Esto
ya salié en vuestros test ; Este lado y este?

A: Son iguales

P: Entonces scomo se llama un tridngulo que tiene dos lados iguales, con la
misma longitud?

A: Equilatero

P: No jcomo se llama?

A: Isésceles

La discusion anterior ha permitido al profesor revisar la clasificacion
de los triangulos segtn sus lados y sus dngulos (fundamentacion-exhibi-
cion explicita del tema), recordar los términos correspondientes a los di-
ferentes tipos de triangulos y ajustar estos términos ante la confusion de
uno de los alumnos (triangulo is6sceles). A partir de aqui, se identifican
otros tipos de figuras entre las piezas del tangram: triangulo, cuadrado,
romboide, asi como el nimero de figuras que hay de cada tipo. Hay una
figura que causa algin problema lo que Ileva a que el profesor aprove-
che la cuestién para que los alumnos utilicen el término adecuado y que
lo relacionen con las caracteristicas que lo definen (fundamentacion-uso
de la terminologia adecuada).

P: A esta figura no le hemos dado nombre todavia. El nombre de esta figura lo
vamos a ver hoy pero no lo vamos a dar hasta 8° ; Alguien sabe su nombre?
A: Paralelepipedo

P: s Paralelepipedo? s qué es un paralelepipedo? Es un sélido

A: Paralelogramo

P: Tiene un nombre mas especifico que el de paralelogramo. Se llama rom-
boide, pero van a ver que es un paralelogramo. Entonces s Por qué es un pa-
ralelogramo? La propia palabra lo dice ;qué dice la palabra paralelogramo?
A: Es paralelo

P: Dice que los lados son paralelos, Los lados opuestos son paralelos

Una vez reconocidas las figuras se plantea una comparacién entre
ellas para determinar la medida de las areas de unas en funcién de las
otras (nocién de medida del area por comparacion). La comparacion en
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este caso se estd haciendo por superposicién de las figuras. Con ello se
introduce el concepto de fraccion con el significado de medida (funda-
mentacion, transformacion-ensenar un procedimiento).

P: Vamos a comparar el drea de los dos tridngulos pequefos con la del cua-
drado.

A: Es igual

P: s Con los dos tridngulos pequefos consiguen construir el cuadrado?

A:Si

P: Entonces comparen el area de los dos triangulos pequefos con la del pa-
ralelogramo

A: Aqui también da, pienso yo

P: Comparen

A: Es igual

(...)

P: Ahora comparen el drea del cuadrado con el area del paralelogramo

A: Es igual

El profesor ha propiciado una situacién en la que los alumnos han uti-
lizado una relacién de igualdad de dreas de las figuras (transformacion y
conexion). La comparacion de esas areas se ha hecho por superposicién
y finalmente se ha conseguido utilizar la propiedad transitiva de la rela-
cion para establecer que el paralelogramo y el cuadrado tienen la misma
area.

Se introduce en este momento como unidad de medida el area del
triangulo pequeno (fundamentacion-unidad de medida no convencio-
nal) para establecer la medida de las 4reas del resto de las figuras.

P: Cuando utilizamos como unidad de medida el tridngulo, entonces digan-
me scudl es el area del cuadrado si la unidad de medida es el triangulo?

A: sEl tridngulo pequefo?

P: Si. ;Cual es el area del cuadrado?

A: Dos tridngulos

P: Dos, dos unidades, dos triangulos. ;Y cual es el area del paralelogramo si
utilizamos como unidad de édrea el tridngulo pequeno?

A: Dos tridngulos

P: Entonces ;qué concluimos? Si esto tiene drea... scudl es el area de este?
A: Dos
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P: Entonces ;Y este tiene area?

A: Dos

P: Entonces ;los dos tienen o no el mismo area?

A:Si

P: ;Y cémo se llaman las figuras que tienen el mismo area?

A: Equivalentes

Hace lo mismo para el tridngulo mediano de lo que los alumnos con-
cluyen que también tiene area 2 y llegan a la conclusion de que hay tres
figuras que tienen la misma area: el tridngulo mediano, el cuadrado y el
paralelogramo. Todo esto lo hacen de forma manipulativa, experimen-
tando y comprobando con las piezas para determinar las areas de cada
una de las figuras.

Hacen lo mismo para el tridngulo grande y llegan a la conclusién
de que su darea se corresponde con 4 tridngulos pequeios. Como no
tienen cuatro tridngulos pequefios el profesor les dice que lo hagan uti-
lizando los dos triangulos pequeios y el cuadrado. Insiste con ellos en
que deben encajar las piezas para comprobar la relacién entre las dreas.
Algunos alumnos no consiguen colocar bien las piezas lo que permite
percibir otro momento de contingencia en la sesién de clase, hasta que
el alumno se da cuenta de cémo debe colocar las piezas para obtener la
figura adecuada.

P: Experimenta. Asi no da. Tienes que poner los tridngulos de otra forma. Si
no da de una manera ... Si intentas colocar el cuadrado en primer lugar y
luego experimentas

A: Ah Ya da.

P: ;Ya da? Entonces, diganme una cosa. s Cual es el area del triangulo grande
si la unidad de drea fuera el triangulo pequefo?

A: 4

Al: Es el doble

Una vez que estan establecidas las relaciones entre las piezas y que
se han medido utilizando como unidad el tridngulo pequefio el profesor
les pide que completen una tabla (tranformacion-uso de representacio-
nes). Primeramente, les explica la estructura de la tabla. Las figuras que
estan en la primera fila se van a utilizar como unidad de area para medir
el area de las figuras (conexién-comparacion entre areas y relaciéon con
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las fracciones) que estan en la primera columna (fundamentacion-expli-
cacién de un procedimiento).

4410l

ID =NININ

Figura 1. Comparacién de areas variando la unidad.

Para completarla se pide a los alumnos que trabajen en parejas y es-
tablezcan las relaciones entre las diferentes piezas del tangram para lo
que les da un margen de tiempo. Se trata de que determinen las dreas de
las figuras cuando se va cambiando la unidad de medida y se van utili-
zando para tal fin las diferentes piezas del trangram. Las fracciones que
asi se obtienen son fracciones basicas, propias, con numerador igual a
uno (conexion- secuenciacion). Para que los alumnos entiendan como se
puede establecer la relacién entre las piezas el profesor les ayuda con un
ejemplo. Ante las dificultades de los alumnos para determinar la medi-
da, trata de hacerlos razonar para que entiendan la tarea (contingencia).
Cuando algtn alumno no encuentra la respuesta correcta, el profesor le
hace preguntas diferentes hasta que la obtiene de forma razonada. Esta
parte de la actividad constituyé un reto para los alumnos al tener que
utilizar como unidades de drea figuras mas grandes que aquellas que
querian medir.

P: ... Atencion voy a hacer la pregunta de dos formas. Si la unidad de area
fuera el tridngulo pequefio scuél es el drea de esta? [estd mostrando el cua-
drado]

A: Dos tridngulos

P: Si la unidad de area fuera esta [cuadrado] jcual es el area del triangulo
pequeno?
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A: Dos

Al: Dos

A2: La mitad

P: Pedro. Hay que razonar. Dije hace un momento que ésta es la figura que tu
tienes. Esta es la unidad de &rea ;cudntas veces cabe el tridzngulo pequefio aqui?
A: Dos

P: Entonces tu dices que el drea de esta es 2. Vamos al contrario. Esto pasa a
ser la unidad de area [el triangulo pequefio]. Tu tienes esto ;Cudnto es esto
en relacién con eso?

A:0,5

P: s Cudntas veces cabe esto aqui? Pedro ;Cuantas veces cabe esto aqui?
A:Una

P: sCabe una? Entonces jtienen la misma area?

A: No

P: Cabria una vez si tuviera el mismo...

A: Area

P: Pero no tienen la misma area. Entonces, si esta figura tiene el doble drea
que esta ;Qué pasa con esta en relacion con esta? Esta tiene...

A: La mitad.

Una vez que los alumnos se han aclarado, el profesor discute con
ellos las distintas formas de representacion de esa cantidad [transforma-
cion-uso de diferentes representaciones]. Pregunta a los alumnos qué
opciones tienen y surgen como posibilidades 2, 0,5 y 50%. Luego les
pregunta por la expresién oral de esa cantidad. El profesor insiste mucho
en ese Ultimo aspecto, la lectura de los ndmeros decimales (fundamen-
tacion-terminologia matemadtica), para que los alumnos hagan alusion a
las diferentes posiciones decimales (cinco décimas).

P: ;Como lo expresariamos con el lenguaje oral?

A: Un medio

P: Acepto que lo pongan de dos maneras s Como se lee 0,5?
ATl: Cinco décimas

Una vez aclarada la tarea, los alumnos la resuelven mientras el pro-
fesor revisa los avances que van teniendo y responde a las dudas que
surgen (contingencia). Les insiste en que tienen que completar la tabla
con fracciones, no con nimeros decimales.
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A: Profesor

P: Dime

A: Este hace un tridngulo pequefio, este vale dos, y este vale cuatro, es el
cuadriple

P: Exactamente, Muy bien. Uno es el cuadriple del otro y el otro ;Cémo se
dice si uno es el cuddruple del otro como es el otro?

A: Cuarta parte

Después de un rato que los alumnos estan trabajando en la tabla sur-
ge una nueva discusion. Los alumnos se dan cuenta que algunas figuras
tienen la misma area y que pueden utilizar esa relacién para rellenar
mas facilmente la tabla. Aprovechan esta discusion para completar la
primera columna de la tabla.

A: Profesor

P: Dime

A: Si este de aqui son dos pequenos y este también, entonces es igual

P: Nosotros ya habiamos llegado a la conclusion. Atiendan todos. Antonio
esta preguntando una cuestion. Paren cinco segundos. Nosotros hemos llega-
do a una conclusion hace un rato. Habia tres piezas que tenian la misma area.
sCoémo las llamabamos?

A: Equivalentes

P: Eran equivalentes. Nosotros no las llamabamos equivalentes. Utilizamos
otro nombre ;Cémo las llamabamos?

A: Congruentes

P: Si estos tres tienen la misma drea, piensen lo que va a pasar en las columnas
A: Profesor, si este de aqui es igual a este entonces es una vez.

P: Obligatoriamente. Antonio, obligatoriamente (.... ) Todos nos vamos a fijar
s6lo en la primera columna ;Cuél es el drea de este?

A: Uno

P: ; Por qué? Porque son iguales ; Cual es el drea del triangulo mediano?

A: Dos

P: ;Cudl es el drea del tridngulo grande?

A: Cuatro
P: sCual es el area del cuadrado?
A: Dos
P: ;Cudl es el area del paralelogramo?
A: Dos
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P: s Todos estan de acuerdo?
A: Si (en coro)

Les deja otro rato que razonen y completen la tabla y luego realizan
una puesta en comun de los resultados de la segunda columna. Selec-
ciona los alumnos que quiere que vayan contestando a las preguntas que
él va haciendo de forma que todos estén involucrados en la tarea y para
comprobar que la han entendido. Y siguen con el resto de las columnas.

P: Entonces avanzamos a la segunda columna

A: Yo ya la hice

P: Muy bien. Vamos avanzando (...) Ahora la unidad de drea es el tridngulo
mediano. En la segunda columna ;Cual es el drea del tridngulo pequeno?
Beatriz ;Cuél es el area del tridngulo pequefo en relacion con el triangulo
mediano?

A: Mitad

P: Podemos escribir entonces uno barra 2. scuél es el drea del triangulo me-
diano?

A: Uno

P: Uno porque tiene la misma area sy cuél es el drea de este?

A: Dos tridngulo medianos

P: ;Y cual es el drea del cuadrado? Beatriz, hace un momento tu llegaste a la
conclusion de que estas tres eran...

A: Iguales

P: Equivalentes. Entonces todas tienen la misma drea. El drea de este es igual
al drea de este ;Cudl es la relacion?

A: Uno

El profesor repasa con los alumnos las columnas correspondientes al
cuadrado y al paralelogramo como unidades de area de la misma forma
que ha hecho con los otros. En un determinado momento, el profesor
les dice que van a hacerlo de otra manera (contingencia-uso de opor-
tunidades). Esto constituye otra oportunidad de aprendizaje porque los
alumnos tienen que utilizar la relacién de igualdad entre las areas de las
figuras para rellenar la tabla.

P: Hay tres figuras que son equivalentes, ;cierto? Pedro ;Cudles son?
A: Era el triangulo mediano
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P: El triangulo mediano. Lo voy a buscar aqui. Vamos a razonar de otra mane-
ra ahora para ver si pensamos mds sobre lo que estamos haciendo. El trian-
gulo mediano. ;Otra?

: El pequeiio

: Equivalentes, que tengan el mismo area.

: Ah. El cuadrado

: El cuadrado. s Cudl era el otro que tenia la misma drea?

: Era, el.. como se llama

: Era el paralelo...

: El paralelogramo

o > U > V> U >

: Entonces va a suceder una cosa. Vamos a pensar un poco. Piensen, con el
tridngulo dio esta columna.

A: Con los otros es todo igual.

P: Entonces la relacion entre las columnas es la misma, es evidente. Entonces
esta columna tiene que tener la misma relacion que esta columna y tiene que
tener la misma relacion que esta columna [la del cuadrado, el triangulo me-
diano y el paralelogramo], porque tienen que tener la misma drea slo ven? Por
tanto, a veces pueden experimentar con las figuras, pero podemos pensar:
si tienen el mismo drea, la unidad de drea es la misma, entonces la relacion
tiene que ser la misma.

r

Figura 2. Resultado final de la tarea.

Finalmente consiguen completar toda la tabla como se puede ver en
la figura anterior.

Al ser esta una actividad introductoria, el profesor ha recurrido a un
material manipulativo, a conocimientos conocidos por los alumnos
como son las formas geométricas basicas y el concepto de area. Esto
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le ha permitido enlazar conocimientos que dominan con otros que son
nuevos. La tarea ha sido un reto para los alumnos vy, en ciertas ocasio-
nes, el profesor se ha encontrado con momentos de contingencia que se
han convertido en oportunidades de aprendizaje para realizar conexio-
nes entre conceptos (figuras con la misma area), introducir conceptos
nuevos (romboide) o trabajar cuestiones de indole espacial (rellenar un
triangulo con otros dos triangulos y un cuadrado).

Suma de fracciones: diferentes métodos, diferentes
representaciones

La otra tarea es un problema sobre suma de fracciones que se plantea
en la sesi6n novena. Es un problema sencillo pero que da lugar a dife-
rentes formas de abordarlo y el profesor aprovecha cada una de ellas
como oportunidades de aprendizaje. El problema es el siguiente: Maria-
na compro una pizza. Comio un cuarto en la comida y cinco octavos a
la cena. ;s Qué parte de la pizza comié Mariana?

Lo primero que hacen en el aula es una lectura comprensiva en gran
grupo intentando, entre todos, desentranar el significado de las fraccio-
nes que se mencionan en el problema (fundamentacién-conocimiento
de las dificultades de los alumnos y de la metodologia de ensefianza).
Luego les deja un rato para que resuelvan el problema individualmen-
te. Mientras tanto él va comprobando los procesos que van siguiendo
los alumnos y los resultados a los que llegan. En esa comprobacién se
da cuenta de que los alumnos utilizan tres procedimientos diferentes
(contingencia-uso de oportunidades) lo que aprovecha para organizar
la puesta en comdn y que los alumnos sean conscientes de esos pro-
cedimientos, asi como que perseveren en la resolucién de problemas y
se den cuenta que siempre pueden encontrar un método mds o menos
sencillo para abordarlos.

Vamos a describir cada uno de esos procedimientos. Algunos alum-
nos realizan una resolucién gréfica (transformacion-seleccion represen-
tacion). El profesor les interroga acerca del procedimiento que han usa-
do para que sepan razonar las decisiones que han tomado vy justifiquen
por qué lo han hecho de esa forma. El hecho de tener dos fracciones con
diferentes denominadores constituye una dificultad a la hora de elegir
las partes en las que dividir la unidad. El profesor aprovecha esta opor-
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tunidad para que ellos razonen por qué han elegido dividir la pizza en
ocho partes.

P: A ver, Julia

A: Yo dividi la pizza en 8 partes.

P: Ocho partes s Por qué?

A: Porque una de las fracciones representa cinco octavos.

P: ;Y la primera?

A: La primera, un cuarto. Pero como un cuarto, ... cinco octavos, es el doble.
P: Entonces, estas diciendo que dividir en 8 partes es el doble. Estas diciendo
que como 8 es divisible por 4, podemos dividir en 8.

A: Después pinté un cuarto. Un cuarto son dos octavos.

P: Un cuarto son dos octavos. Son dos trozos ;no? ;Y a la cena?

A: Comi6 cinco trozos.

P: Entonces jcuanto comié en total?

A: Siete octavos.

Otros alumnos resolvieron el problema de una forma diferente, su-
mando las fracciones numéricamente. Para ello utilizan la nocién de
fracciones equivalentes y el algoritmo de la suma de fracciones (fun-
damentacion-conocimiento del tema). El profesor aprovecha el proce-
dimiento de solucién (fundamentacion-concentracién en los procedi-
mientos) para comprobar si los alumnos han comprendido estos dos
conceptos mediante las preguntas que les va haciendo durante la puesta
en comun.

P: Explica esas cuentas.

A: Pasé un cuarto a octavos.

P: Entonces pensaste en fracciones equivalentes con el mismo denominador.
Pasaste un cuarto a dos octavos para tener el mismo denominador. Y como
pasaste un cuarto para dos octavos, ahora puedes hacer...

A: Después sumé dos octavos y cinco octavos

P:y scomo se suman fracciones con el mismo denominador? ; Por qué dices
que dio siete octavos y no dijiste siete dieciseisavos?

A: Porque el denominador no cambia

P: s Por qué cuando sumamos se suman los numeradores y no se suman los
denominadores? s Por qué Julia?

A: Porque la pizza estd dividida en 8 partes
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En el tercer procedimiento los alumnos transforman las fracciones en
nimeros decimales (transformacion-seleccion de representaciones). Esto
lo aprovecha el profesor para recordar la lectura de nimeros decimales
finitos y para hacer calculo mental (fundamentacién-uso de terminolo-
gia, concentracion en los procedimientos).

: Yo transformé en un ndmero decimal

: Entonces, dinos como obtuviste el nimero decimal
: Dividi uno entre cuatro.

: s Qué dio?

: Veinticinco centésimas

: Después dividiste cinco entre ocho.

2625 milésimas.

: Muy bien ;Y ahora?

: Sumamos

- Sumamos ;Y cuanto dio la suma?

> U > T > V> U U

2875 milésimas.

Un alumno comenta que no entiende muy bien este procedimiento
porque el resultado no es el mismo que el de los anteriores (contin-
gencia). Esta situacién la aprovecha el profesor para revisar con ellos la
transformacion de nimeros decimales finitos en fracciones y la simpli-
ficacion de fracciones, asi como el criterio de divisibilidad por 5 (fun-
damentacion-conocimiento de la materia). Asi se complementa lo rea-
lizado ya que en el extracto anterior en el que se ha transformado una
fracciéon en ndmero decimal.

P: Vamos a hacer de otra manera. No estd prevista, pero vamos a confirmar
que siete octavos es lo mismo que 875 milésimas. Escriban 875 milésimas en
forma de fraccion.

A: 875

P: ;Sobre?

A: 1000

P: 'Y ahora vamos a escribir la fraccién irreducible. s Por cudnto podemos
dividir?

A: Por 5

P: sPor qué? Porque ambos terminan en... el guarismo de las unidades es 5.
Entonces los nimeros terminados
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:En 0 0 en 5 son divisibles por 5

- Vamos a dividir por 5 los dos. Vamos a simplificar esto. s 1000 entre 5?
: 200

: 875 entre 5. La division por un divisor que sélo tiene una cifra es facil.
175

: ¢Y ahora qué hago?

: Contintio dividiendo

y

: Entonces ;35 dividido entre 5¢

07

1540 entre 57¢

: 8

P: Muy bien. Esto es posible porque tenemos decimales finitos

> T > v > Tv o> T o

Esta tarea ha permitido que el profesor muestre diferentes formas de
resolucién utilizadas por los alumnos. Se trata de un problema que los
alumnos han resuelto utilizando tres formas de representacion distin-
tas: representacion grafica, fraccionaria, decimal. Durante la discusion
el profesor ha aprovechado diferentes oportunidades para repasar con
ellos: los algoritmos de suma de fracciones, la transformacion de frac-
cién a ndmero decimal y viceversa, el célculo mental o la equivalencia
de fracciones.

Conclusiones

El anélisis de la practica del profesor ha permitido comprobar las opor-
tunidades de aprendizaje que surgen en la realizacién de tareas sobre
fracciones que pueden llegar a ser un reto para los alumnos. Esto se ha
realizado analizando la discusién en gran grupo posterior a la resolu-
cién de las tareas, en un ambiente dial6gico en el que tanto el profesor
como los alumnos estan habituados a plantear y responder preguntas. El
profesor para indagar acerca de la comprensién lograda por los alumnos
y éstos para plantear dificultades, dudas o incluso otras formas de abor-
dar las soluciones. En este caso se han presentado s6lo dos tareas que
pueden ser una muestra del trabajo realizado en el aula. Corresponden
a diferentes momentos de ensefianza, los objetivos de cada una de ellas
son diferentes, la primera se apoya en el uso de material manipulativo
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mientras que la segunda requiere una solucion individual previa. Aun-
que las tareas estan pensadas para que los alumnos puedan resolverlas
con sus conocimientos, cada una de ellas presenta algin aspecto que
resulta cierto reto para los alumnos.

Las acciones que realiza el profesor estan mediadas por su conoci-
miento que se ha puesto de manifiesto por medio de las dimensiones y
categorias del KQ. Con la primera tarea el profesor fundamentalmente
procura realizar conexiones con otros conceptos y procedimientos a tra-
vés del material diddctico como: clasificacion de figuras geométricas,
nombres de las figuras, medida de dreas, comparacién de dreas, relacion
de igual de areas, propiedad transitiva. Con la segunda la dimension
clave es la fundamentacion a través de la cual se ponen en juego con-
ceptos y procedimientos relativos a la equivalencia de fracciones, su
suma, la transformacién de fraccion en decimal y viceversa, los criterios
de divisibilidad o el cdlculo mental. En ambas ha sido esencial la trans-
formacion que ha permitido el trabajo con diferentes representaciones:
representaciones graficas, expresiones decimales, términos para leer las
expresiones numéricas.

Esto se ha logrado por la forma en la que el profesor tiene de organi-
zar la comunicacién en el aula. Aunque él es quien dirige la discusion,
mediante sus preguntas trata que los alumnos alcancen la comprensién,
que entiendan los procedimientos, que justifiquen sus decisiones y que
razonen los resultados. Ademas, los alumnos, en todo momento plan-
tean preguntas acerca de lo que supone una duda (contingencia) y el
profesor las aprovecha como oportunidades para afianzar los conceptos,
relacionarlos con otros o incluso introducir aspectos novedosos que no
estaban ni siquiera planificados. La contingencia determina la practica
del profesor en aspectos como: la lectura comprensiva de los enuncia-
dos, realizacién conjunta de alguna parte de la tarea, control de las di-
ferentes soluciones, utilizacién de razonamientos cuando los alumnos
cometen errores, entre otros.

En resumen, se ha comprobado cémo tanto las situaciones como la
comunicacion dialégica contribuyen a crear oportunidades de aprendi-
zaje en el aula. Para ello, es claro que son esenciales tanto el conoci-
miento del profesor sobre la materia, como sobre ensenanza del concep-
to y su experiencia previa.
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