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Resumen:

Los libros de texto y los materiales de un
curso de matemadticas siguen siendo un
recurso importante para los estudiantes.
En general, estos materiales ayudan a los
estudiantes a revisar y extender sus cono-
cimientos acerca de los temas que se es-
tudian en la clase. Incluyen explicaciones
de conceptos, definiciones y formas de
resolver problemas, ademds de una lista
de problemas variados que los estudian-
tes tienen que resolver. Los desarrollos de
la tecnologia digital estan transformando
el disefio y uso de los libros de texto en
términos de ofrecer un material interac-
tivo donde el estudiante pueda consultar
videos que expliquen conceptos, revisar
otros recursos en linea o compartir y dis-
cutir sus acercamientos con otros a través
de aplicaciones usando una tableta o un
teléfono movil. En este articulo se pre-
senta un marco, que incluye episodios
que caracterizan el proceso de resolver
problemas, para el disefio de materiales

Abstract:

Textbooks are an essential resource that
teachers use to organize and guide their
students’ learning of mathematics. In ge-
neral, textbooks help students review and
extend their knowledge of the themes
that they study in their courses. Digital te-
chnology developments are transforming
the ways in which textbooks are designed
since this technology fosters the inclu-
sion of interactive activities where stu-
dents can consult videos to review and
extend concepts, access and discuss onli-
ne materials and share and discuss ideas
or problem solving approaches within a
learning community that include their
peers or other students. In this article, we
present a framework that aims to help
teachers design interactive textbooks via
the identification of main problem sol-
ving episodes such as understanding the
problem statement and the construction
of dynamic representations, looking for
different ways to solve the problem, ex-
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interactivos donde los estudiantes tienen
la oportunidad de representar y explorar
problemas dindmicamente, formular con-
jeturas y relaciones y buscar argumentos
que validen o sustenten esas relaciones.
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tending the initial problem, and commu-
nicating results.
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ractivos.

Resume:

Les manuels sont des ressources essentielles que les enseignants utilisent pour organiser
et guider I'apprentissage des mathématiques de leurs éléves. En général, les manuels ai-
dent les éleves a réviser et approfondir leurs connaissances sur les themes qu’ils étudient
en cours. Les développements technologiques numériques transforment la facon dont
les manuels sont congus pour inclure des activités interactives ou les étudiants peuvent
consulter des vidéos pour réviser et étendre les concepts impliqués, accéder et discuter
de matériel en ligne et partager et discuter d’idées ou d’approches de résolution de pro-
blemes avec leurs pairs ou d’autres étudiants. Dans cet article, nous présentons un cadre
qui vise a aider les enseignants a concevoir des manuels interactifs pour I'identification
des principaux épisodes de résolution de problemes: comprendre le probleme et la cons-
truction de représentations dynamiques, chercher des solutions différentes pour résoudre
le probléeme et communiquer les résultats.

Mots clés:
Problem solving; Systemes de géométrie dynamique (SGD); livres interactifs
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Introduccion

Un estudiante con el uso de tecnologias digitales consulta fuentes o re-
cursos en linea para informarse y participa o contribuye en las discu-
siones de temas variados que se generan a través de las redes sociales.
También es comin que en sus tareas académicas revise materiales en
linea, interactde con sus pares y comparta ideas sobre cémo resolver
un problema o comprender algtin concepto matematico. Johnson, Coles
& Clarke (2017) afirman que las tareas matematicas que trabajan los
estudiantes moldean y caracterizan su aprendizaje. También sugieren
que las oportunidades que tengan los estudiantes para desarrollar un
pensamiento matematico dependen del tipo de tareas que se trabaje y lo
que se valore y se promueva durante el proceso de resolucién de las ta-
reas. ;Cémo el uso de tecnologias digitales incide en la formacion de los
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estudiantes? ;Qué transformaciones son importantes en los contenidos
que se estudian en los ambientes escolares y en las formas de concebiry
estructurar los escenarios de ensefianza? La irrupcién de las tecnologias
digitales en las actividades de los estudiantes demanda una discusion
sistemdtica y sustentada sobre cémo incorporarlas en el estudio de las
disciplinas y en los escenarios de ensefianza. ;Seguiran siendo trascen-
dentales los contenidos que se estudian en matematicas y ciencias en la
educacion preuniversitaria? o ;habrd una geometria distinta que incluya
el estudio del movimiento de las figuras o un dlgebra con poco énfasis
en las operaciones o célculos algebraicos y su significado? ;Sera todavia
necesario que el nifo en la educacion primaria haga copias y copias
para aprender a escribir? o ;es mejor guiar al joven en el uso de los orde-
nadores y tabletas que lo ayuden a desarrollar o presentar un argumento
estructurado y comprender lo que leen? ;Desaparecera el modelo de
ensenanza donde, en general, un profesor, al frente de la clase, pro-
mueve actividades de aprendizaje en un ambiente controlado? ;Deben
considerarse desde ahora aquellos escenarios de ensefianza donde los
estudiantes puedan ellos mismos disefar su propio ment de aprendizaje
que incluya una interaccion en linea con otros estudiantes y asesores?
La discusion de estas preguntas implica identificar qué tecnologias y de-
sarrollos digitales son importantes en la construcciéon de conocimiento
matematico de los estudiantes y caracterizar el tipo de razonamiento
que pueden desarrollar durante sus experiencias de aprendizaje.

En este contexto, los materiales y libros de texto que involucran y de-
mandan el uso sistematico de tecnologias digitales representan un medio
para que el alumnado desarrolle formas de razonamiento consistentes con
el quehacer de la disciplina. En este articulo se ilustra, como paso previo a
la elaboracién de un libro interactivo, la importancia de representar obje-
tos y problemas dindamicamente, asi como, las diversas exploraciones que
resultan esenciales para que los estudiantes formulen conjeturas o relacio-
nes matemdticas y busquen distintas maneras de sustentarlas.

La importancia de los problemas y el uso de tecnologias digitales
El disefio y las formas de implementar problemas o tareas matematicas
en los ambientes de aprendizaje son aspectos esenciales de la agenda

académica en la educaciéon matemdtica. Los problemas son el medio
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para que los estudiantes se involucren en actividades que los lleven al
desarrollo de un pensamiento matematico. En la construccién de un es-
cenario de ensefanza resulta importante el disefo, la seleccién, o modi-
ficacion de las tareas o problemas y también la observacion y evaluacién
que involucra su implementacién. Howson (2013) argumenta que los
cambios en el curriculum involucran repensar y disefar nuevos mate-
riales incluyendo libros de texto, guias para los profesores y analizar las
formas de razonar que se promueven con el uso de diversas tecnologias
digitales.

Los libros de texto no solo han sido una parte importante en el desarrollo
del curriculo, sino también han suministrado a los maestros un marco cohe-
rente para guiar su trabajo. ...buscan proveer a los maestros con una guia
sobre el ritmo de su trabajo; y han ayudado a definir las matematicas que se
ensefan y la cantidad de practica y consolidacion deseada a través de con-
juntos de ejercicios sustentados (Howson, 2013, p. 648).

A partir del desarrollo notable de tecnologias digitales es necesario
analizar qué tipo de problemas son importantes para que los estudian-
tes comprendan y construyan o desarrollen conocimiento matematico.
Leung (2017) afirma que en “la educaciéon matematica, cuando el sal6n
de clase estd inmerso en un ambiente de ensefanza y aprendizaje con
tecnologia, [es importarte preguntar] qué clase de matemdticas quere-
mos que nuestros estudiantes aprendan, y también analizar cémo los
profesores pueden usar la tecnologia en el disefio de una ensehanza que
valore la disciplina?” (p. 3-4). Es decir, resulta esencial que en el disefio
de los problemas se aborde y sefiale el tipo de reflexion matematica que
se intente promover en los estudiantes al usar la tecnologia en la resolu-
cién de los problemas.

Existe un reconocimiento de que el uso de diversas tecnologias digi-
tales puede ofrecer diversas oportunidades a los estudiantes en términos
de analizar las formas de construir y explorar representaciones de los
problemas, en los procesos de formulacion de conjeturas y relaciones,
en la busqueda de argumentos para sustentar alguna conjetura y en las
maneras de discutir y comunicar resultados.

Watson & Ohtani (2015) afirman que el proceso de disefar tareas
o problemas es importante desde varias perspectivas: La cognitiva que
considera la relacién entre los contenidos de las tareas y las experien-
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cias previas de los estudiantes; la cultural que involucra la influencia
de las tareas en la construccion de una conceptualizacion del quehacer
matematico y su naturaleza; y la perspectiva practica donde las tareas
representan la esencia de lo que hace el estudiante en el salén de clase.

Leung (2017) también argumenta que “los profesores deben experi-
mentar por ellos mismos, como estudiantes, el potencial y las dificulta-
des [en el uso] de tecnologia digital en el aprendizaje de las matemati-
cas, y asi adquirir conocimiento acerca de como los estudiantes pueden
aprender matematicas en varios ambientes digitales” (p. 6). Pepin et al.,
(2017) afirman que en el ambito internacional los profesores usan diver-
sos recursos digitales en sus practicas de ensefianza, pero la abundancia
y disponibilidad de esos recursos les plantea retos en términos de evaluar
su pertinencia y calidad, y posible integracion sistematica y significativa
en las clases.

En particular, el disefio e implementaciéon de las tareas implica re-
flexionar acerca de los conceptos y contenidos involucrados en la tarea,
los procesos asociados con la formulacion de conjeturas, la bisqueda
de diversas formas de resolverlas, las extensiones o generalizaciones, la
construccion de modelos y las estrategias de resolucion de los proble-
mas.

En la implementacién de las tareas, Schoenfeld (2008) argumenta so-
bre la importancia de poner atencién y analizar los procesos involucra-
dos en la resolucién de las tareas y no solo a las respuestas o soluciones;
y considerar diversas dindamicas de ensefanza que involucren la partici-
pacion individual, de grupos pequefios y discusiones plenarias con toda
la clase. Ademds, motivar a los estudiantes a que escuchen a sus pares,
promover una actitud inquisitiva que los lleve a criticar y sustentar rela-
ciones matematicas e involucrar a los estudiantes en actividades donde
tengan la oportunidad de expresar sus ideas y acercamientos en forma
oral y escrita.

En este contexto, es fundamental identificar y analizar el tipo de ta-
reas que se pueden disefar a partir de un uso coordinado de diversas
tecnologias y desarrollos digitales. ;Qué tecnologias digitales ofrecen a
los estudiantes oportunidades para construir conocimiento matematico y
competencias de resolucion de problemas? ;Qué se promueve en el di-
sefio de las tareas matematicas a partir de los procesos mateméticos que
los estudiantes pueden desarrollar en sus aproximaciones o soluciones?
;Como implementar esas tareas en los escenarios de ensefanza? En la
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discusion de estas preguntas se intenta caracterizar elementos importan-
tes en el disefio de tareas matemdticas que involucren el uso coordinado
de tecnologias digitales.

Los estudiantes en su formacién académica deben construir conoci-
miento sélido y estrategias que los Ileve a resolver problemas. En un am-
biente de ensefianza, los libros de texto o materiales son esenciales para
el desarrollo de las actividades que se llevan a cabo en las aulas. Pepin
et al. (2017) identifica tres tipos de textos digitales: (i) la digitalizacién
de un libro tradicional y que ahora presenta una serie de uniones o co-
nexiones con otros objetos de aprendizaje que el maestro considera im-
portantes para los estudiantes; (ii) un libro digital en constante revision y
desarrollo a partir de los comentarios recibidos por otros maestros; y (iii)
el tipo de libro digital interactivo que se basa en un conjunto de objetos
de aprendizaje que incluye tareas y herramientas que el estudiante usa
en la comprension de los conceptos y en la resolucién de problemas. En
este articulo el centro de atencion sera el disefio de un libro digital inte-
ractivo en el que se destacaran los modelos dindmicos de los problemas
con el objetivo de que estos modelos faciliten el proceso de formular y
sustentar conjeturas matematicas.

El movimiento de las figuras y objetos matematicos y los libros
digitales

El desarrollo de los Sistemas de Geometria Dindmica (SGD) como
GeoGebra representa un avance significativo, dado que proporciona
a los estudiantes herramientas para representar y explorar conceptos y
problemas matematicos. Leung (2008) menciona que estos ambientes
dindmicos resultan poderosos, ya que generan un micro-mundo para
la adquisicion del conocimiento matematico que permite visualmente
hacer explicito el dinamismo implicito del pensamiento acerca de los
conceptos matematicos.

Una de las ventajas de un SGD es que nos provee de una habilidad para
retener el contexto o esencia de una configuracién geométrica mientras po-
demos traer al frente aquellas partes dindmicas de toda la configuracién que
nos interesan. Esto es, podemos visualizar el estudio de la variacién de un
aspecto de la configuracién mientras mantenemos otros aspectos constantes,
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asi anticipando la emergencia de patrones invariantes (Leung, 2008, p. 135).

Johnson et al. (2017) mencionan que las tareas o problemas son
esenciales y representan el medio para que los estudiantes desarrollen y
muestren un pensamiento matematico consistente con el quehacer de la
disciplina. Asi, un problema puede utilizarse para introducir un conteni-
do matematico nuevo, consolidar un procedimiento ensefiado, generar
oportunidades para que los estudiantes apliquen un concepto o procedi-
miento en una situacion nueva, evaluar la comprensién de un concepto,
o crear condiciones para que los estudiantes desarrollen y muestren ha-
bilidades genéricas y de colaboracién para resolver problemas. El uso de
tecnologias digitales en el ambito escolar hace posible diferentes formas
de interaccién entre los materiales, los estudiantes y el maestro. Con el
uso sistematico de tecnologias digitales los problemas se conceptualizan
como un punto de partida para involucrar a los estudiantes en una re-
flexion matematica continua.

Santos-Trigo & Camacho-Machin (2013) proponen un marco sobre
cémo transformar un ejercicio o problema rutinario en un conjunto de
actividades que involucran una reflexion matematica. El marco incluye
fases importantes relacionadas con el proceso de representar, explorar y
resolver los problemas. La formulacién de preguntas y la bidsqueda de
diversas maneras de responderlas facilita cada una de las fases que se
destacan en el proceso de solucién: (a) la comprensién de los enuncia-
dos del problema que involucra analizar los conceptos y la pertinencia y
el sentido de la informacion y lo que se intenta resolver; (b) la represen-
tacion o modelizacion del problema incluyendo aqui la construccién de
un modelo dindmico de la situacién; (c) el disefo y la exploracién de un
plan de solucion; (d) la bdsqueda de diferentes métodos de solucion; (e)
la extension de los problemas y la formulacién de nuevas preguntas; (f)
y la comunicacion de resultados.

Asi, problemas situados en un contexto matematico o que involucren
eventos o situaciones que se pueden modelizar y explorar via el uso de
recursos y objetos matematicos, resultan importantes para que los estu-
diantes busquen diferentes maneras sobre cémo resolverlos. Es decir, no
solo se busca que los estudiantes encuentren la solucién de un proble-
ma; sino que siempre identifiquen y analicen varios caminos para resol-
verlos y se interroguen sobre los conceptos y estrategias que emergen en
las diferentes formas de solucion.

En la resolucion de problemas con el uso sistemético de un SGD, surgen
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de manera natural objetos matematicos basicos como el tridngulo, cuadra-
do, rectangulo, paralelogramos, y cuadrilateros que se estudian desde la
Educacién Primaria. ;Qué referentes desarrollan y exhiben los estudiantes
al resolver problemas que involucran propiedades y resultados asociados
con esos objetos? El uso de tecnologia digital en la representacion y ex-
ploracién de objetos matematicos genera oportunidades a los estudiantes
para investigar el comportamiento de los objetos y sus atributos en térmi-
nos de significados geométricos y la bisqueda de relaciones. Es decir, el
movimiento de los objetos permite a los estudiantes enfocar la atencion
hacia aquellos elementos o atributos, de esos objetos, que se mantienen
invariantes y asi plantear conjeturas sobre su comportamiento. La formu-
lacién de conjeturas también conduce a los estudiantes a la busqueda de
argumentos o propiedades para sustentar o validar esas conjeturas.

Sobre el diseno y presentacion de los Problemas: La importancia
de la busqueda de miltiples métodos de resolucién

Se presenta un ejemplo que necesita del estudio de propiedades de una
figura que se estudia desde los niveles mas elementales, el triangulo isés-
celes. En la construccién de este tridngulo se muestra la importancia de
explorar diferentes caminos para resolver un problema asi como diferen-
tes maneras de establecer conexiones entre distintos objetos matematicos.

Problema: Si se tiene el perimetro de un triangulo isésceles y una de sus
alturas, ;Coémo se puede construir ese tridngulo?

Comprension del enunciado del problema: ;Qué objetos matema-
ticos estan involucrados en el problema? ;Qué informacién o datos se
dan? ;Como se puede representar el perimetro y la altura de un tridn-
gulo? ;Existe alguna relacién entre estos dos elementos que ayude en
la construccién del triangulo? ;Cémo representar y explorar un mode-
lo parcial dinamico del problema? ;Existe informacién suficiente para
construir el tridngulo? La idea es que los estudiantes formulen este tipo
de preguntas y después de una reflexion individual, las discutan en pa-
reja o con grupos de tres. Esta discusién es importante ya que ayuda a
los estudiantes a activar sus conocimientos sobre los conceptos o temas
alrededor del problema.
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Modelos dindamicos del problema y la solucién. Un aspecto relevante
en el disefio de un libro interactivo es que los objetos o atributos mate-
maticos y problemas se representen en forma dindamica. La idea es que el
modelo dindmico sea un referente para que el estudiante tenga oportuni-
dad de buscar relaciones entre los objetos y sus atributos (medida de an-
gulos, perimetros, areas, etc.). En este contexto, un problema representa
un punto de partida y oportunidad para que los estudiantes se involucren
en un razonamiento y reflexion matematica que los lleve a buscar diver-
sos caminos para representar, explorar y resolver el problema. A conti-
nuacion, se muestran varias aproximaciones que surgen en la tarea de
representar y explorar el problema a través de un modelo dindmico.

A) La mediatriz. A partir de la interpretacién geométrica de la informa-
cion dada, una primera aproximacion al problema se basa en construir
un tridngulo isésceles sobre un segmento que se puede asociar con el
perimetro. Se enfoca la atencién en la generacién de una familia de trian-
gulos isosceles que tienen la altura dada. Asi, al mover uno de los vértices
del tridngulo sobre el segmento que representa el perimetro se busca la
posicién para que ese tridngulo cumpla con las condiciones que se piden.
En la figura 1 los segmentos AB y FG representan, respectivamente, el pe-
rimetro y la altura del tridngulo is6sceles que se desea construir. La recta
EC es la mediatriz de AB, el segmento EC corresponde a la altura FGy D
es un punto sobre el segmento AE y D’ es el simétrico de D con respecto al
punto E. El tridngulo DCD’ es isésceles con altura FC = EC. Larecta j es la
mediatriz del segmento AC. Cuando el punto D coincide con la intersec-
cion de la mediatriz y el segmento AB (punto H), se tiene que el tridngulo
HCD’ es isosceles y tiene como altura el segmento FG (Figura 2). Esto es
por la definicién de mediatriz se tiene que AH = HC.

F 8
® )
j c G
@
k
H E B B
o\ D' o= AN > ®
Figura 1. La mediatriz del segmento  Figura 2. Cuando D coincide con H
AB en la bisqueda de la solucién del el tridngulo HD'C es la solucién.
problema.
Educatio Siglo XXI, Vol. 36 n° 3 - 2018, pp. 21-40 29

http://dx.doi.org/10.6018/j/349451



La Resolucién de Problemas Matemdticos y el Uso de Tecnologia Digital en el Disefio
de Libros Interactivos
MANUEL SANTOS-TRIGO Y MATIAS CAMACHO-MACHIN

Bastard, por tanto, con mover el punto D y cuando coincida con el
punto H se obtendra el tridngulo isésceles que pide el problema. Se pue-
de también consultar informacién sobre la mediatriz en:

http://mathworld.wolfram.com/PerpendicularBisector.html

B) Una Pardbola. En esta aproximacién se construye una familia
de tridngulos isésceles que tenga el perimetro dado y diferentes altu-
ras. De esa familia se buscara aquél que tenga la altura deseada. En la
figura 3, los segmentos AB y CD representan el perimetro y la altura
dada. El punto E esta sobre el segmento AM (M es punto medio de
AB). Se traza la mediatriz del segmento AE y una circunferencia de
radio EF (F es el punto medio del segmento EB) y centro el punto E.
La circunferencia y la mediatriz se intersecan en el punto G. El tridn-
gulo AGE es isosceles y al mover el punto E sobre el segmento AB se
genera una familia de tridngulos is6sceles. AJ representa la altura CD
y la recta i es perpendicular al eje de ordenadas (OY) que pasa por J
(Figura 3). El lugar geométrico del punto G que se genera al mover el
punto E sobre el segmento AB es una parabola. La recta perpendicular
iy la parabola se intersecan en el punto T y cuando G coincide con T
el triangulo AGE es is6sceles y tiene como perimetro el segmento AB
y altura CD (Figura 4).

R R S —

.....

Figura 3. El lugar geométrico del
punto G cuando el punto E se mueve
sobre el segmento AB es una parabola

Figura 4. Al hacer coincidir el vértice

G con el punto T se obtiene el trian-

gulo isésceles con las condiciones del
problema.
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Para mostrar que el lugar geométrico que genera G cuando se
mueve E representa una pardbola, bastard observar que el foco es el
punto Ay la directriz es la perpendicular al segmento AB que pasa
por el punto M (M es el punto medio de AB) y como consecuencia
d(A, G)=d(G,H)

C) Una elipse. El mismo problema se puede resolver con la genera-
ciéon de una elipse. En la figura 5, los segmentos AB y CD representan,
respectivamente, el perimetro y la altura del tridngulo isésceles que se
desea construir. El punto E es el punto medio del segmento AB y G es
un punto sobre el segmento EB. Se traza la perpendicular al segmento
AB que pasa por el punto E y dos circunferencias, una con centro en E
y radio EG y otra con centro en F (EF es la altura CD) y radio GB. Estas
circunferencias se cortan en los puntos H e | y el lugar geométrico que
describen estos puntos cuando el punto G se mueve sobre el segmento
EB es una elipse (Figura 5). Los puntos de interseccion de la elipse y el
segmento AB determinan el triangulo isésceles que cumple con las con-
diciones el problema.

Figure 5. El lugar geométrico de los Figure 6. Triangulo JKF es is6sceles
puntos | & H cuando G se mueve  con perimetro el segmento AB y tiene
sobre EB es una elipse. como altura el segmento CD.

Moviendo el punto G sobre el segmento EB, se puede observar que
cuando los puntos H e | coincidan con Ky J, respectivamente, se obtiene
el triangulo is6sceles que se pide. Se puede observar que los focos de la
elipse son los puntos E y F y la constante es la suma de los radios de las
dos circunferencias.
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D) Una hipérbola. En la Figura 7 los segmentos AB y CD representan
el perimetro y la altura del triangulo is6sceles que se desea construir. E
es el punto medio del segmento AB y F un punto sobre el segmento AE.
La recta GH es la mediatriz del segmento AF y el segmento GH tiene
la misma longitud de la altura CD. El triangulo AFH es isésceles con
altura CD. El punto Q tiene como abcisa la coordenada X del punto Fy
como ordenada el perimetro del tridngulo AFH. El lugar geométrico del
punto Q cuando el punto F se mueve sobre AE es una hipérbola que
se puede validar a través de la herramienta que dibuja una cénica que
pasa por cinco puntos del lugar geométrico. Consideremos el segmento
AJ congruente con el segmento AB (el perimetro). La interseccién de la
perpendicular al eje Y que pasa por ] y el lugar geométrico determina el
triangulo is6sceles pedido (Figura 8).

Q=(2.42,9)

Q=(1.68, 8.03)

perimeterof AFH = 8.03 rimeterof AFH = 9

G F E 8 G F 3 8
oA 2 4 6 8 10 oA 2 4 6 8 10

Figura 7. El lugar geométrico del Figura 8. La interseccién del lugar
punto Q representa la variacién del  geométrico del punto Q y la perpen-
perimetro cuando F se mueve sobre  dicular al eje OY determina la posi-

AE. cién de F y del tridngulo AFH con las
condiciones del problema.

Se observa en la figura 8 que al mover el punto F sobre el segmento
AE, el punto Q se mueve y la solucion se obtiene cuando Q pertenece a
la recta perpendicular al eje de ordenadas (OY) que pasa por J.

Una aproximacion algebraica. En la figura 9a se tiene el segmento
que representa al perimetro P y a la altura h (datos del problema).
Teniendo en cuenta esos datos, se obtendrd el siguiente sistema de
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ecuaciones por el Teorema de Pitagoras (1) y el significado del peri-
metro (2):

{12=h2+r2 ...... (D
P=2l42r....(2)

Al resolver el sistema de ecuaciones (1) y (2), se obtienen los valores
de Iy ren funcién del perimetro y la altura:

P h?* , h%2 P

4 P’ p 4

Para construir el tridngulo se trazan dos circunferencias: Una centrada
en un punto A y de radio 2r y la otra también con centro en A y radio
1. Se coloca un punto B sobre la circunferencia de radio 2ry se traza la
mediatriz de AB. El punto C es donde se interseca la mediatriz con la
circunferencia de radio I. El tridngulo ABC cumple las condiciones del
problema (Figura 9b).

Figura 9a. Representacion para
resolver el problema con recursos
algebraicos

Figura 9b. El triangulo ACB cumple
las condiciones del problema

Los diferentes caminos que surgen durante la construccion y explora-
cién de un modelo dindmico del problema, nos Ilevan a interpretar esta
primera fase como una de las mds importantes de cara a resolver el pro-
blema y de disefiar el libro interactivo. Las situaciones que se observan
constituyen un punto de partida para que en los restantes episodios (San-
tos-Trigo & Camacho-Machin, 2013) que se desarrollarian posteriormen-
te, el estudiante quede inmerso en un ambiente de actividad matemdtica
esencial para el aprendizaje de conceptos y procedimientos matemdticos.
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Una vez desarrollado este analisis y resolucién del problema desde
las diferentes aproximaciones, una forma de presentar el problema a los
estudiantes sera mediante un libro interactivo elaborado ad hoc y ac-
cesible en la plataforma de GeoGebra. En nuestro caso, en el siguiente
enlace se podra acceder al mismo: https:/ggbm.at/KwUcxerf

La portada del libro se observa en la figura 10. Ademas de la introduc-

cion, se incorporan una serie de capitulos que, como se puede observar,
recogen los diferentes episodios analizados en los parrafos anteriores
que han permitido determinar diferentes perspectivas que enriquecen
los conocimientos matematicos que se derivan del trabajo interactivo
que se facilita con él.

Resolucion de Problemas en un Libro Interactivo

Autor: Matias Camacho Machin, Manuel Santos

Los libros de texto y los materiales de un curso siguen siendo un recurso importante para los estudiantes. En general, estos
materiales ayudan a los estudiantes a revisar y extender sus conocimientos acerca de los temas que se estudian en la clase.
Incluyen explicaciones de conceptos, definiciones y formas de resolver problemas, ademds una lista de problemas variados que
los estudiantes tienen que resolver. Los desarrollos de la tecnologia digital estén transformando el disefio y uso de los libros de
texto en términos de ofrecer un material interactivo donde el estudiante pueda consultar videos que expliquen conceptos,
revisar otros recursos en linea o compartir y discutir sus acercamientos con otros a través de aplicaciones usando una tableta o

un teléfono mévil. Presentamos un ipo de un libro ir ivo que destaca episodios que caracterizan el proceso de
resolver problemas, para el disefio de materiales interactivos donde los estudiantes tienen la oportunidad de representar y
explorar pi i i formular j y i y buscar que validen o sustenten esas
relaciones.

Tabla de contenidos

Introduccién

Algunas consideraciones generales

El problema
Si se tiene el perimetro de un tridngulo isésceles y una de sus alturas, ;Cémo se puede construir ese tridngulo?

Episodio 1: Comprensién del problema
¢Qué objetos ati estan i enel pi ? ¢Qué informacién o datos se dan? ...

Episodio 2: Disefio y exploracién de un plan de solucién. La bisqueda de modelo dindmico

Un modelo dindmico basado en la mediatriz

Episodio 3: La blisqueda de otras aproximaciones dindmicas
Una parabola
Una Elipse
Una hipérbola

Episodio 4: Una aproximacion algebraica
Acercamiento alaebraico

Figura 10. La portada del libro interactivo.
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El disefio de libros interactivos, basados en la resolucién de proble-
mas, atendiendo al marco que hemos definido, resulta ser un campo de
investigacion interesante y GeoGebratube no es la Gnica plataforma que
facilita su construccién, aunque esta es quizas la de mas facil acceso y
mas intuitivamente manejable. Estos recursos son interesantes ya que
estan acordes con los tiempos que corren, en los que la facil disposicién
de diversas herramientas digitales favorecen su inclusion como un recur-
so importante. Pasamos a continuacién a mostrar un ejemplo de libro
interactivo?, disefiado por el primer autor, el cual incorpora diversas he-
rramientas que se encuentran a disposicion del usuario y que permiten
incorporar applets, enlaces, etc.

Se presenta a continuacién otro modelo de libro interactivo, pero ela-
borado para Ipad, lo que podria constituir un handicap, dado que no
todos los usuarios pueden disponer de ellos. Se incluye aqui uno de los
dos problemas que se recogen en el libro interactivo creado en iBooks
Author (iBA) para iPad, que lleva por titulo E/ Estudio de fenomenos de
variacion y el empleo de herramientas digitales®. En él se incluyen mas
de una decena de widgets que permiten al estudiante manipular y des-
cubrir propiedades geométricas.

Lz M Capitulo 2

El Estudio de

Fenémenos de EI gatO en Ia
Variacion y el Empleo

de Herramientas escalera

Una escalera sostenida sobre un piso se

Conexién de document

2 Disefiado en el entorno que facilita Apple
3 Santos Trigo & Reyes-Martinez,
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Fase 1: Comprension del problema

s

Fase de comprension

momento resulta importante comprender y

PREGUNTAS RELEVANTES En

objetos mateméticos. En esta fase se podian plantear y discuir

1.4Qué significalue la escalerage PT9ntas como las que se incluyen  un costado.

deslice y que el gato permanezca
en inmdbil sobre la escalera?

2.,C6mo se puede representar la
escalera, el gato, la pared y el
piso en términos de objetos.
matematicos?

3.;8e puede representar el gato
como un punto y visualizar el
camino que describe al deslizar la
escalera?

———

En esta primera fase se sugieren a
los estudiantes algunas preguntas
que facilitaran la forma de abordar
el problema que de alguna manera
tratan, desde este primer momento,
de imprimir dinamismo a la busque-
da de la representacion dinamica del
problema.

Fase 2: Construccion de un modelo
dindmico

La construccion de un modelo matematico

problema la

PREGUNTAS RELEVANTES La
un modelo i Fl
problema a partir de recursos y relaciones matemticas.

La discusién de este tipo de preguntas puede conducir a establecer un
1.¢Se puede repi la del
escalera con un segmento?

2.;Se puede representar la
posicion del gato con el
punto medio del segmento?

3.¢,Como representar la pared
y el camino por donde se
desliza la escalera?

<

Construceién 4 Un modelo dindmico del problema.

El modelo matematico se muestra
construido al estudiante para que
interactie con una widget que se in-
corpora al iBook y que permite intuir
la circunferencia descrita por el pun-
to medio de la escalera.

Isaid Reyes Martinez 2012, JSXGraph 0.93

Fase 3: Exploracién del modelo dinamico

Una vez conjeturado el recorri-

y
s, [958
Cla {1;/%‘/7(“/1*// I'L////(/U/LY(

En la figura 3 el segmento AB representa la longitud
de la escalera, P es el punto medio, el eje y es la
pared, el eje X es el camino por donde se desliza la
escalera. Con la ayuda de un software dinmico es
posible determinar el lugar geométrico que deja el
punto P al mover el punto A sobre el je .

de circunferencia.

Un andlisis de los casos extremos cuando el segmento
AB coincide con los ejes (Construccion 5) conduce a
formular la conjetura: El lugar geométrico del punto P
cuando el punto A se mueve sobre el eje x s un arco

cumple que d(O, ) = d(P: B)

Construction 1 ;Cudl es el lugar
geométrico del punto P cuando el
punto A se mueve sobre el eje x?

Construccién 5 ;Qué ocurre cuando el
punto A coincide con el origen O?, Cuando
e punto A se desliza sobre el eje-x s

Un hébito importante en el quehacer
matematico es que toda conjetura se necesita
explorar y sustentar matematicamente. En este
contexto, es necesario buscar propiedades y
argumentos que permitan justificar la conjetura.

do se incorporan dos widgets
de cuya manipulacién se puede
confirmar visualmente la conje-
tura inicial. En ambos casos se
permite marcar el rastro del pun-
to medio del segmento. Una vez
establecida esta conjetura, con-
viene demostrar su veracidad.
Esto es, habrd que desmostrar
que el recorrido que describe el
gato serd, en este caso, el de un
cuadrante de circunferencia
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Fase 4: Resolucion geométrica

127 argumente /\M'zv//p//‘/}‘z‘

En la Construccién 6, a partir del triangulo

rectangulo AOB se puede construir el rectangulo |

Se observa que si se escoge cualquier punto en el arco
RS, entonces se puede trazar el rayo OP. Y sobre este
rayo se ubica un punto O' de tal forma de OP = PO'
Desde el punto O' se trazan perpendiculares con los
ejes. El segmento AB representa la longitud de la

Se utilizan también widgets y en-
laces a Kahn Academy., retroali-
mentando la informacién necesa-
ria para interpretar las soluciones

AOBO". Se observa que el punto P es la interseccion
de las diagonales del rectangulo AOBO'. Asi, se
tiene que d(OFP) = dBF) = dAP). Con esta
informacién se concluye que el camino que sigue el
punto P cuando el punto A se mueve sobre el eje x
s un arco de circunferencia con radio OP y centro el
punto O (origen).

Construccién 7 Encor
con el lugar geométric

Construccién 6 Completando el
rectangulo a partir del tringulo AOB.

el segmento asociado

escalera y P su punto medio (Construccion 7)

Fase 4: Resolucion algebraica

Después de definir las ecuaciones

B

paramétricas del punto medio se de-
termina la circunferencia a la que da
lugar

1. P es el punto medio de AB, entonces x = 2/t,y = b/2

2. En el triangulo rectangulo AOB, se tiene que tA2 + bA2
= kA2 y al sustituir los valores de x e y, se tiene que
(2x)A2 + (2y)A2 = k2 lo cudl puede escribirse como x/2
+ yA2 = (k/2)72. Esta ecuacion representa un circulo

con radio k/2 y centro el origen. En términos del
- problema, el domino y rango de la expresion es el [0, k/
2l

Isaid Reyes Martinez 2012, JSXGraph 0.93

Fase 5: Extensiones y conexiones

;Qué lugar geométrico des-

Extensiones y conexiones

se localiza en dos posiciones distintas.

¢Qué lugar geométrico describe el gato si ahora
permanece sentado en una posicién distinta del

punto medio y la escalera se desliza sobre el piso?

Un primer acercamiento para responder esta

pregunta puede basarse en el uso del modelo

dindmico del problema. Con la ayuda de la
herramienta directamente se obtiene el lugar
geométrico que describe el punto P (ubicado fuera |
del punto medio) cuando el punto A se desliza »
sobre el eje x (Construccién 10). En esta modelo se

muestran dos caminos que deja el punto P cuando e -

Construccion 10 Cuil es el lugar
geométrico del punto P cuando el punto A
se mueve sobre el eje x?

De la Construccion 10 se plantea una conjetura: EI
lugar geométrico del punto P (P no es el punto medio)
cuando el punto A se desliza sobre el eje x es una
elipse. Como toda conjetura matemética es necesario
presentar un argumento matemético que la sustente.
En la construccion del argumento utilizamos otra vez

cribird el gato, si permane-
ce sentado en una posicion
distinta? Se observa, mani-
pulando la widget, que apa-
rentemente se obtendran
elipses. No obstante, para
confirmar dicha conjetura,
serd necesario encontrar los
argumentos algebraicos que
nos permiten confirmar la
conjetura. En la construc-
| cién del argumento se utili-
za un sistema cartesiano.

umento
que el lugar
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De la Construccion 11 se tiene que P se ubica en el
segmento AB y a+b=d(A,B). El angulo AoB=« representa

la inclinacion del segmento AB con respecto al eje x

(ogzs%). Con esta informaciéon se tiene que, sina=% y

i 2 2
cose== lo que lleva a la ecuacion: "—z+z—2=1 que representa
a a

una elipse.

Se incluyen al final del libro algunos de los conceptos que se consi-
deran relevantes.

Conceptos relevantes

En un sistema de coordenadas
cartesianas x-y, la circunferencia con
centro en el punto (a, b) y radio r consta
de todos los puntos (x,y) que satisfacen
la ecuacion: (x—hy +(y-k@=r*.

S
::Qo ;>

SYE
KHAN

ACADEMY
Repaso 2 Practicing

Cuando el centro esta en el origen (0, 0),
la ecuacion anterior se simplifica a:
X+yi=rt.

Isaid Reyes Martinez 2012, JSXGraph 0.93

Elementos de la circunferencia

Se puede interactuar con algunos de los puntos, segmentos y rectas
notables de la circunferencia.

La circunferencia con centro en el origen
y de radio la unidad, es llamada
circunferencia goniométrica,
circunferencia unidad o circunferencia
unitaria.

De la ecuaciéon general de una
circunferencia, (x-h?+(y-k@=r*, se
deduce: x*+y*+Dx+Ey+F=0, resultando:

r=Jh*+k'-F

Si conocemos los puntos extremos de

Equation of a circle
1

I E)
::Qo 9,5

YE
KHAN

ACADEMY
Repaso 3 Practicing
Equation of a circle
2;

un didmetro: (x,y).(x,.y,), la ecuacion de
la circunferencia
F=x)x=%)+ (= 3)y-2)=0.

es:

Algunas consideraciones finales

En este articulo hemos presentado una serie de elementos de un marco
conceptual que pretende guiar a los profesores en el desarrollo y disefio
de materiales o libros de texto interactivos, mediante la incorporacion
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de actividades de resolucion de problemas haciendo uso de tecnologias
digitales. En el primer libro interactivo, se ha constatado la importancia
de construir modelos dindmicos del problema y siempre buscar diversas
maneras de explorarlo y resolverlo. El movimiento y el andlisis del com-
portamiento de algunos elementos del modelo resultaron fundamentales
en el camino de conectar la solucién del problema con otros objetos
matematicos como la mediatriz y las secciones conicas basicas: parabo-
la, elipse y la hipérbola. También, durante la exploracion de los modelos
dindmicos del problema, el estudiante puede consultar otras fuentes o
recursos con la intencion de revisar o extender su propio dominio de los
conceptos. Esta primera fase de andlisis del problema resulté importante
para el disefio del libro interactivo. Como se muestra en la figura 10
los episodios desarrollados en el andlisis de la trayectoria de resolucion
resultaron ser muy importantes para el proceso de resolucion del pro-
blema, asi como para responder a las preguntas iniciales que motivan
la propio resolucién. El otro disefio involucra el uso de una tableta iPad,
siguiendo la misma idea de buscar y analizar diversas maneras de resol-
ver un problema e integrar otras herramientas que permitan consultar o
revisar otros desarrollos en linea durante el proceso de resolucion. En
este contexto, surgen nuevas preguntas de investigacion relacionadas
con el disefo, la presentacion de las tareas, la evaluacién y seguimiento
del trabajo de los estudiantes y la seleccion y uso coordinado de distin-
tas tecnologias en el proceso de resolucién de problemas. Ademas, con
el uso de tecnologias digitales los escenarios de ensefianza se amplian
y ello demanda que el profesor desarrolle recursos y se apropie de las
herramientas que le permitan no sélo caracterizar las formas de razona-
miento que construyen los estudiantes, sino también establecer diversas
formas de evaluar los acercamientos individuales y grupales que los es-
tudiantes muestren al trabajar y resolver los problemas.
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