Teoria de los operadores lineales

en espacios de Hilbert

POR
MANUEL LOPEZ RODRIGUEZ

PREFACIO

En este trabajo se expone una parte del programa del Seminario
de Andlisis Matematico I desarrollado en la Universidad de Murcia en
el Curso Académico 1978-79.

El contenido de los tres primeros capitulos es cldsico y sus resul-
tados mé4s importantes se pueden encontrar en una u otra de las refe-
rencias en la bibliografia. En el capitulo 4 se presentan resultados re-
cientes del autor, no publicados, relativos a extensiones autoadjuntas
de operadores diferenciales matriciales simétricos.

En su mayor parte este trabajo es autocontenido y su lectura sélo
requiere conocimientos basicos de andlisis, algebra y topologia adqui-
ridos en el primer ciclo de la licenciatura de Matematicas.

Desearia agradecer a la Universidad de Murcia la publicacién de
este trabajo y a los estudiantes del citado Seminaric su colaboracién
en la revisién del manuscrito.

Murcia, abril 1979



4 Manuel Lopezr Rodriguez

CapiTuLo 1
ESPACIOS METRICOS, NORMADOS Y DE HILBERT
Definicion 1.1.—Se llama pseudométrica (p. m.} en un conjunto E, a una
funcién
d: EXE - R
satisfaciendo las condiciones siguientes:
1. desigualdad triangular,
d(a,b) < d(a, ¢) + d(b, ¢), “a,b,cEE;

2. para todo punto a en E se tiene

d(a,a) = 0.

Estas dos propiedades implican las siguientes:
3. d(a,b)=0, Ya,b€E;
4. d(a,b) = d(b,a), ¥a,b€E.
La ppm. d se dice que es una métrica si satisface ademais

5 d{a,b)=0 si y solo si a=>b, “a,b€E.

Definicion 1.2.—Se llama espacio pseudométrico a un conjunto E do-
tado de una pseudométrica d y la topologia definida por d. Un es-
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pacio ‘p. m. se dice que es un espacio métrico si y solo si su p.m. es
una métrica.

Definicion 1.3—Sean E y F espacios p. m. Una funcién
f: E>F

se dice que es una isometria si y sélo si para todo par a,b -de ele-
mentos en E se tiene

de(a, b) = de(f(a), f(b)).

Teorema 14-—-Si E es un espacic métrico completo y AcCE en-
tonces A es completo.

Demostracién. Inmediata.//

Definicion 1.5—8i E y F son espacios p. m., se dice que una funcién
f: E—= F es uniformemente continua si para todo £>0, existe §>0
tal que

(1.1) d(a,b)< 8§ = d(f(a) (b)) <«

Teorema 1.6—Sean E y F espacios p. m. y métrico completo, respec-
tivamente. Si {: A—F, A c E es uniformemente continua existe una

unica extension continua g de f a A. Ademas g es uniformemente
continua.

Demostracidén. Sea x € K, vy seleccionemos (x.) < A tal que (x)—x.
Para todo ¢>0, se toma &§>0 como en (1.1). Asi, puesto que
(xs) es una S8C (sucesion de Cauchy), existe N, tal que
de(Xa, Xu) < & si n, m > N..

Por tanto

dr(f(xn), f(xu)) < ¢ para todc n,m > N,, ¥
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(f(xa)) esuna SC en F. Como F es completo, (f(x,)) tiene limite.
Este es independiente de (xa). En efecto, si (ya.) es otra sucesién en A
que también converge a X, se tiene que

de(Xa, ¥2)—> 0, lo que implica de(f(x), {(ya)) =0,
y por tanto lim f(x,) = lim f(y.), para n— «.

Denotando por g(x) este limite, vamos a demostrar que es conti-
nuo. En efecto, dado £ > 0 sean x,y € A tales que d(x,y)< §/3, don-
de & ha sido definida al comienzo de la demostracién. Si (x.)—x,
(vu)—>y, se tiene, para n > N,,

§ 5
dx, %)< — , dy,ya) <—.
3 3

Por tanto d(Xs,yu) <& vy asi d{(f(x.), {(¥=)) < . Tomando el limite
para n—s <,

dlg(x), gy <«
lo que termina la demostracién.//

Denotaremos por C(A, B) el conjunto de todas las aplicaciones con-
tinuas y acotadas de un espacio p.m. A enotro B. 8i B=C, se
pondri simplemente C(A).

Definicién 1.7—Un conjunto M en un espacio p.m. E se dice aco-
tado si existen a€E y r€R" fijos, tales que d(a,m) < r, para todo
m € M.

Una funcién f: E-»F , E espacio topolégico v F espacio p.m.,
se dice que es acotada si y soélo si el conjunto f(E) es acotado en el
espacio p.m. F.

Teorema 1.8—C(A, B} es un espécio p.m. si se define la p.m. d por

de(f, g) = sup ds(f(x}, g(x)} , f,.g € C(A, B).
: x €A ‘
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C(A, B) es un espacio métrico (completo), si B es un espacio mé-
trico (respectivamente completo).

Demostracién. Sélo probaremos la altima parte. Sea (f.) una SC en
C(A,B). Entonces para todo >0, existe N tal que

de(fu, fu) < ¢ para todo n,m > N.
Por tanto, para todo x y todo m,n > N se tiene d{f.(x), fa(x)} <.

La sucesién (fu(x)} es pues de Cauchy en B. Ello implica que
{f(x))— f(x) puntualmente. Queda por demostrar que:

i) f€C(A, B),
ii) (f.)—f en la métrica de C(A, B).
En efecto, f es acotada pues

d(fu(x), f(x)}) = lim d(fu(x), f=(x))

m—»o0
y por tanto, para todo x€A, dado £ >0, existe N tal que
(1.2) d(fu(x), f(x) =¢ si n> N.

Para uno de tales n, fn‘ es acotada, es decir, existen a, r tales
gue d{a, f.(x)} < r, para todo x. Entonces,

d(a, f(x)) < d(a, fu(x)) + d{f(x), f(x) <r+e , ¥x,
y [ es acotada.

f es también continua. En efecto, dado x, y >0, se puede esco-
ger un n (el mismo que en el parrafo anterior), y, para este n fijo,
un & >0 tal que para todo x € B(x,, 8),

B(XOJ 5) = { X l d(x(): x) < 8 }v

es la bola abierta de centro x, y radio & >0, se tiene

d(fn(x)r fa(x0)) < g,
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puesto.que fn es una funcién continua. Entonces para todo x € B(xo, &)
y usando (1.2), se tiene :

A(f(x), (%)) = d(f(x), fu(x)) + d(fa(x), fu(x0)) + d(fu(x,), f(x0)) < 3g,
por le que f &€ C(A, B).

Para demostrar ii), dado £ >0 existe N, el mismo que en (1.2),
tal que

d(fa, £) = sup d(fu(x),K(x))=e, ‘¥n>N.
X VE A

Por tanto (fi}—f en la métrica de C(A, B).//
Definicion 1.9—Un espacio métrico E se llama'c.ompleccién de un es-
pacio p.m. A si:

1} E es completo;.
2) hay una isometria ¢ de A sobre un subconjunto denso E, de E,

es decir, E. = E.

Teorema 1.10—Sea - A' un espacio p.m. Entonces A tiene una com-
plecciéon, A, ysi E y F son complecciones de A, hay una isometria
de E sobre F.

Demostracién. Sea a€ A, Para todo x€A sea fr la funcién defini-
da por g

f{y) = d(y, x) —d(y, a).
La funcién f: es claramente acotada, pues
[ i(y) | = | d(y, x) —d(y, a} | = d(x, a),
¥y continua
| £:(y1) — Ex(y=) | = | d(yn, x) — d(y, x) | +

=+ | d(yh a)— d(y-z, a) l =72 d(yl, Y2)
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La funcion ¢: A— C(A, R) definida por

o(x) = fx
es una isometria. En efecto,

d(fe, f5) = sup [f(w)—fu)| =
ucaA

= sup |[d(u,x}—d(u,y)| = d(y, x)
ugcA

por tanto d(x,y) = d(e(x), o{y)).

Si se toma E, = o(A), E:=A es una compleccion de A, por los
teoremas 1.4 y 1.8.

Sean E,=E , Fl = F dos complecciones de A, vy
o: A—=E, , : A->F

isometrias.

Se define ®: E,— F, por @®(z) = U(x), donde x es un punto de A
tal que o(x) = z. Se tiene:

i} © es una funcién. En efecto, supongamos que y€A es tal que

oly) = z. Hay que demostrar que U(x) = {(y). Como ¢ es una iso-
meiriza,

d(x, y) = dle(x), o(y)) = d(z,2) = 0

-y por tanto

d((x), f(y) = d{x,y) =0

puesto que ¢ es también una isometria. Pero al ser F; espacio métrico
se tiene que ((x) = {(y) por lo que ® es una funcién.

ii} @ es una isometria. En efecto, scan

o(x) = du) , O{y)= W),
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donde
plu)=x , o(v)=y.

Entonces,

d(x, y) = d{e(u), 9(v)) = d(u, v) = d(W(u), Wv)) = d(®(x), (y)).

El teorema 1.6 da una extension tnica de ¢: E;—»F a “: E—»F vy
€sta es una isometria «sobre», En efecto, si z€F, entonces z = linm Zn,

y (z)c Fi. Para todo n existe x.€E; tal que z, = ®(x.). Como
(z.) es una SC, también lo es (xu) y poniendo x =limx. se tiene

¥(x) = ‘I’(lilxln Kp) = liﬁn F(xp) = li‘{n P(xa) = Iig‘n Zy = Z,

y por tanto ¥ es una aplicacion «sobres. Finalmente, si x, y€E, sean
(xa)—> X%, (yn)—y, donde (x.) c Ei , (ya) ¢ E.. Entonces,

d(¥(x), ¥(y)) = d(lim ®(x.), lim @(y.)) =
= lllp'.l. d((D(xn), (D(yn)) = 11511 d(Xn; yn) =
= d(lim xs, lim ya) = d(x, y),

lo que demuestra que es una isometria.//

Definicidn 1.11.—Se dice que una sucesién (x,) en un espacio. p.m. es
absolutamente convergente si Ed(X., Xn41) < ®. Se dice que dos SC (x.)
e (ya) son equivalentes si d(x., y.)-»0 para n— o,

Un punto de la compleccién de un espacio p.m. puede representar-
se por:
1) la clase de todas las SC de las que es limite; o
2) la clase de sucesiones absolutamente convergentes equivalente.

En efecto, sea x € A. Puesto que A = o(A) en la construccién en el
teorema 1.10, para todo n existe x. tal que

1
dﬁ(x, o{x)) < .
A 2::
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Entonces,

1
dA(xm Xn+1) = d ({p(xll)a ‘(p(xn-l»‘l)‘) < — +
A - . ' 211 2n+1

Asi Zda(xn, Xou) < vy (xs) es absolutamente convergente. .

Definicién 1.12—Se dice que un conjunto en un espacio topoldgico es
disperso si su clausura no contiene ningtin conjunto abierto. no vacio.

Se dice que un conjunto es de primera categoria si es unién conta-
ble, finita o numerable, de conjuntos dispersos.

i

Teorema 1:13. (Téorema de la Categoria de Baire)—Un espacm metr:co
completo no es de primera categoria.

Demostracion. Sea E un espacio métrico completo y supongamos que
E es de primera categoria, es decir, -

E = An,

-

et

donde ningtin  Aw, contiene un conjuntc abierto no vacio.”
Usaremos €l hecho de que A es disperso si y sélo si dada una bola

B(a,r), se puede encontrar otra E(b,r’ )< B(a,r), disjunta coﬁ_ A.
Existen pues a. v n < 1 tales que E(a,,r;) no intersecta A;, y a.,

r: < 1/2 tales que E(az. r:) esta contenida en B(a, 1) y no intersec-
ta A.. Prosiguiendo de este modo y definidos ai, @, ..., au, se eligen
Bmer ¥ . Toe < 1/(m+1) tales que

ﬁ(amﬂ, Ims+1) C B(am, I'n)

y no intersecta Am+«i. Si n > m es claro que

1
dlan, au) < I'n < — .
m
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Por tanto {a,) esuna SC, Si a= Ii£n an a€ ﬁ(am, I'm), Vm, y
ag [Eil A

Contradiccidn.//

Definicién 1.14—Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico
es totalmente acotado, TA, si para todo 8 > 0 existe un conjunto fi-
nito de a, tal que

A c U B(a,, §).

Un conjunto ‘A es una é&red si para todo x, y€A, x 5% vy, se tie-
ne d(x,y)==8.

Teorema 1.15—Un subconjunto A de un espacioc métrico es TA si
y solo si toda. 8-red en A es finita para todo 8§ > 0.

Demostraciéon. Inmediata.//

Teorema 1.16—Si A es un espacio méirico y S c A, entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:

&) S es compacto;

b) Toda sucesién en S contiene una subsucesién convergente a un
punto de S;

¢) S es completo y TA.

Demostraciéon. a) = b). Sea (a,) una sucesidSnen S. Si (an) no con-
tiene ninguna subsucesion convergente a un punto de S, para cada
X €8 existe un §; tal que B(x,8:) contiene a a, sélo para un nu-
mero finito de n.

Por a) se puede cbtener un numero finito de estas bolas que re-
cubren § v contienen a a, sd6lo para un mimero finito de n. Con-
tradiceidén.

b)= ¢). Si {as) esuna 3SC en S, el hecho de que una SC converge
si y sélo si contiene una subsucesién convergente, y condicién b) im-
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plican que S es completo. Si S no fuera TA existiria un 8 para el
cual la 8red en S no seria finita. Existe por tanto una sucesién
en la &red que no tiene subsucesién convergents. Contradiccién.

¢) = a). Para todo m, sea

{B(ar,
2m r=1

un recubrimiento finito de S, y (0,) un recubrimiento abierto de S.

8i (0.) no contiene ningtin recubrimiento finito, existe a; ‘té;l que

B(all,—;-) no tiene recubrimiento finito y existe afq tal que B(aiz,?)
1

intersecta a B(an,—) y no tiene recubrimiento finito. Por induccién

existe am tal que

1

- 1
- Y N Blar i,

2mfl

B( ar‘m, ) ?é @J

y no tiene recubrimiento finito, para todo m.

™ - .
La sucesion (am) s absolutamente convergente y, por tanto, de
Cauchy. En efecto,

1 1
zm—l Zm

A(an m_1, dem) <

Por tanto, por ser S completo, existe a€ S  tal que a =,.‘]ig'n a:.,.
También existen 0,, v k tales que

1
B(a, “——") [ Oa.
Zk

Por otra parte, se tiene que

d(am, arn) = d(a:n, a:'“::“) + ...+ d(a:_.:_,, a:,-.) <
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1 1 1 1 3
<t —
‘2111 2m+1 2m+1 ) 2m+2 2m

para todo n > m,
Asi,

d(2, aem) = lim d(am, am) =
n 2!1\

Por tanto, para todo

x€ B(ar::“, |
2m
se tiene
n o 3 1 1
dia,x)=d(a, am) + dlam x) < + =
am  gm m

Tomando m > k + 3, se tiene que

1 S |
d{a,x) < , para todo x€ B(am, —),
21:4—1 2m

Yy por tanto

Bldm, ——) © B(a,——) < 0.,

2= 2k

para todo m >k + 3. Contradiccion.//

Definicion 1.17.—Se dice que un subconjunto M de un espacio lineal E
sobre K (R o €) es una variedad lineal si x, v €M implica ax +
+f3y €M para todo «,B€EK

Se llama variedad afin al conjunto

a+M={a+x|{x€EM, M variedad lineal},
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y subespacio a una variedad lineal cerrada.

Definicién 1.18—Si E es un espacio lineal sobre K, wuna funcién
-]] : E—> R se dice que es una norma si satisface,

N1. [|x]| =0, {|x]] =0 siysélosi x=0;
N2, x|l =] ]l
N3 flx+ylh < Ixlb + Iyl s

para todo par x, vy €E, ytodo A€K.

Definicion 1.19.—Un espacio normado es un espacio métrico lineal cuya
métrica viene definida por la norma, es decir,

dix,y) = lIx—vylil -

Teorema 1.20—8Sean E y F espacios normados y U una aplicacién
lineal de E en F. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) U es continua; '
ii) Existe un punto en el que U es continua;
iii} [Existe una constante K < =« tal que

HUx[le=K]||x{le, ¥x€E.

Demostracion. Inmediata.//

Definicion 1.21.—Para cualquier aplicacion lineal continua U: E—F,
E y F espacios normados, se pone

Ul =inf{ K| JUx|| = K [Ix{| }

Teorema 1.22—8i U es una aplicacion lineal continua de E en F,
E y F espacios normados, se tiene,

lus)] _
|Ull = sup ——— = sup { [{Ux]| | Ixll =1} =
x=0 || x|| x€E
= sup { |{Ux]j | lix]t = 1}

x€E
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Demostracién. Inmediata.//

Definicion 1.23.—Un espacio de Banach es un espacio normado com-
pleto.

Sea E un espacio lineal sobre un cuerpo K, R o C.

Definicion 1.24.—Una aplicacién B: ExE— K se dice que es una for-
ma hermitiana si

i) B(x,y)=8(y,x),
ii) B(Ax+py,z) = AB(x,2) + uB(y, z) ,

para todo x,y,z en E, vy todo A y p en K B se dice positiva
definida si xs£0 implica B(x,x)> 0, .y positiva semi-definida si
B(x,x)==0 para todo x€E.

Nota. De i) e ii) se sigue que

B(x, \y+uz) = AB(x, y) + uB(x, z).

Si K=IR se dice que B es bilineal (linecal en ambas variables).
Si K=0C se dice que B es sesquilineal (lineal en la primera varia-
ble y antilineal en la segunda).

Ejemplos. En €*, B(Xx,y) = x¥) + X2y2, X = (3, X2), ¥ = (y1, ¥2), es po-
sitiva definida. ‘
En R, B(x,y)=axy + h(x:y:+x:y1) + byiys, es:
positiva semi-definida si a,b >0, ab—W¥ =0,
positiva definida si- a,b >0, ab—h*>0.

Teorema 1.25. (Desigualdad de Schwarz).—Sea B una forma positiva
semi-definida en un espacio lineal E. Entonces para cualquier x,y
en E,

(1,3) | B(x, y) [ = B(x, x)} B(y, y)¥.
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Si B es positiva definida, la igualdad ocurre en (1.3) si v sélo si
X e y estdn relacionados linealmente, es decir, existen A, pu€K ta-
les que Aix = wy.
Demostracién. Para todo M p €K, x,vy€E, se tiene
B(hx4uy, Ax+py) =0.
Por tanto,
(14) | X PB(x, x) + MB(X, y) + MB(x,y) + | uBly, y)=0.

Sean X un namero real arbitrario y

1 si B(xr Y) - Or

b = sgn B(x,y) = B(___x'y ) si B(x,y)#<0.
| B(x,y} |
Sustituyendo en (1.4) se obtiene,
{1.5) MB(x,x) + 20 B(x,y)| + Bly,y)=0

y por consiguiente
| B(x, y) [' = B(x, x) B(y, y).

Si la igualdad ocurre, debe existir un A tal que el primer miembro
de (1.5) es cero, por lo que (1.4) se anula para p elegido como an-
tes. Por tanto,

B(ix+py, Ax+uy) =0
lo que, al ser B positiva definida, implica Ax+uy = 0.//
Definicidn 1.26.—Un espacio unitario, o de pre-Hilbert, es un espacio li-
neal dotado de una forma hermitiana definida positiva, que se denota

por (x,v), v de una norma definida por

x|l = (x, %)%
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Nota. La funcion: || . || claramente satisface N1 y N2 . de la defini-
cién 1.18. El siguiente teorema prueba que también satisface N3,

Teorema 1.27. (Desigualdad tr:iangurlar).—-—Si E es un espacio unitario,
para todo x,y en E, se tiene

[x+yll =[xl + llvil -

La igu?ldad ocurre si y sélo si exifst_en___}u,_u_ , p==0, tales que
AX = py. i : ‘ '
Demastracién.

x+ylf _=r(:>;+_y‘,_ x+y) = (x+y,x) + (x+y,y)= C)
=4y, x) | + [ x4y, ) | = :: (8)
= |lx+yll =l + lx+yll llyll (v)

y por tanto .
x+yll = (Ixll + llyll - (8)

La igualdad ocurre en (8) si y s6lo si ocurre en todas las desigual-
dades de la demostracién. Por otra parte, la igualdad en (f) implica,
por el teorema 1.25, que existen X\, tales que Ax = py, y la igual-
dad en (o) ocurre siy sélosi {(x+vy,x) v (x+v,y} son ambos no ne-
gativos, es decir, si A =0 o si y=mnx, para algin mE€K. En este
altimo caso, por sustitucién se tiene que

A+ (x,x)=0, (147m=0

y por tanto 71 es real no negativo.//

Definicidn 1.28.—Un espacio unitario completo se llama espacio de
Hilbert.
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Teorema 1.29—Para todo par de elementos X,y en un espacio de Hil-
bert se tiene,

CU ey ey F = 20 x Py 1D

Demostracién. Inmediata.// .

Definicion 1.30.—Dos elementos x,y de un espacio de Hilbert H se
dice que son ortogonales si y s6lo si (x,y) =0, y se escribe xly. Si
S <« H, se dice.que x .es ortog(')ﬁal a S, y'seescribe x18, siy sélo
si x es ortogonal a todos los elementos de S. Se define

St ={x[x18) |

Teorema 1.31. (Teorema de Pitdgoras)—Si x e y son elementos orto-
gonales en un espacio de Hilbert, se tiene,

' oo [|x+y || Hx ll2 4 ”y Hz

<

Demostracion. Inmedlata.// ' s

RIS

Teorema 1.32—Sea K un subespacio de un espacio de Hllbert H y
sea x€H. Si se define :

d(x K) 1nf{ ||y—x|1 | yEK}
entonces existe'un tnico punto z€K tal que

”x—z” = d(x, K).
Demostlacmn Por h1potesxs existe una sucesnén (zn)"c"K tal que
|| X—2a || > d(x,K) para” n—s'e. s S
Por el teorema 1.29, para todo par .m,n, de enteros positivos, se
tiene, ‘ - .

X—Zn X—Zm - Zp==Zm
| + o+ |—IF = 2|
2 20 2

et

NS et )
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Por tanto,
§ za—zm (B = 2{ ||x—zm|f + ||x—z012 — 2| xfz"“‘“ By =
Z2 || x—zm {* + 2 || x—2a [P — 4 &
puestp gue
zn+szK y |}x—zn+zml||éd(x‘,K)=d
Cuando m,n tienden a ®, ||Xx—2Zml|| ¥y !|x—2.|] tiendem a d,

por lo que (z.) es una SC. Existe por tanto z€ K tal que z = linm Zn, ¥

lx—z|| = liEIHX""'Zn [| = d(x,K).

Finalmente, si existen y,z en K tales que d(x, y)=d(x,z)=d(x, X),
se considera la sucesién (z.) en K definida por zam =y, Zams: = z. Por
lo anterior se tiene

! Zm — Zmep || =0, para n—s o,
lo que implica y = z//
Teorema 1.33—~Sea M un subespacio de un espacio de Hilbert H, vy
sea x € H. Entonces existe un unico y€M tal que (x—y)LM. Ade-
mas, d(x, M) = || x—y]].
Demostracién. Por ¢l teorema anterior existe v€M tal que d(x,y) =
= d(x, M) = || x—y [|.
Sea z€M. Si LEK, y—szM y por tanto
lx—y+Mz|f=][x—y]|"
Asi,

Mx—y,z) + Mx—y, 2) + | M Pl z|F >0,
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para todo &, y tomando A = tsgn(x—y,z)}) , t€ IR, se obtiene, para
todoe namero real t,

2t | (x—y, 2)| + €[ z|f=0

lo que implica (x—y,z) =0, es decir, (x—y)LM ya que z es arbi-
trare. L o
Si (x;y})J_M, ti—yz)LM " siendo v1,y: elementos de M, se tie-
ne que (y—v:)iM, lo que implica (yr—V:., y»—y:) =0 y por tanto
Y1 =ya//

La letra H represzntara siempre un espacio de Hilbert. $i C < H,
denotaremos por Sp{C} la variedad lineal de- H generada por los
elementos de C. H’ denotard al dual de H, es decir, al conjunto de
todos Jos funcionales lineales continuos en H. '

Teorema 1.34—Sea S < H. Entonces Sp{S}=H oexiste a€H tal
que alS.y [laj|=1 .

Demostracion. Sea M = Sp{S}=H, y x¢ M. Entonces existe yEM
tal que (x—y)LM, y se define
. x_“&
A= ———
[ x—y ||

Teorema 1.35. (Teorema de representacivn de F. Riesz).—Sea u€H’.
Entonces existe un Unico a.€ H tal que, para todo x€H, . se tiene

u{x) = (x, au).

Demostracién, Al ser u continua, M = u%0) es cerrado. Si M =H
se toma a.=0. Si Ms<H existe. b1 M, [[b]|| = 1.
Para todo x€H, '

22 y—o
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g

y asi

u(x)
x— beu(0)=M
u(b)
u(x) .
Por tanto, x— b es ortogonal a b y por consiguiente
‘ : u(b) !
(5 — 26,1y = 0.
u(b

Tomando a. = u{b)b, se tiene u(x) = (x,a.), Vx€H.

Para probar la unicidad, sean a; y. a, tales que u{x) =(x,a) =
= {(x, 8}, para todo x € H. Entonces, (x,ar—a:) = 0, para todo x€H,
en particular para x = a;—a;, lo que implica a, = a..//

Denctaremos por ¢ la correspondencia entre H y H dada por el
teorema de representacién de Riesz, es decir, ¢: x—>¢: donde

oly) = (y.x) , Vy € H.

Entonces H’ tiene estructura de espacio de Hilbert con producto
escalar definido por

(o, 95) = (y,%)

y, como ¢ preserva la norma, es un homeomorfismo de H y H’ - con-
siderados como espacios topolédgicos.

Igualmente H” = (H'Y, como dual de H’, es también un espacio
de Hilbert y la correspondencia ® de H en H"” definida por @(x) =
= &,, donde

Doy) = o2(x) = (x,y) Yoy €H',

es un isomorfismo isométrico de H sobre H”. Los espacios de Hilbert
son, pues, reflexivos.
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Definicién 1.36—Sea M un subespacio de H. La aplicacién
Pv: H—=H deflmda para todo x€H por

PM xX=y ‘
si y solo si y€M, (x—y)LM, se llama proyeccién pr_;ogonal SO~

bre M.

Teorema 1.37.—Py es un operador lineal acotado, |{Pu|l=<1 ¥
2

1) Pm = Pu,
2) (Pmx,y)={(x,Pmy), para todo x,y€H.

Reciprocamente, si P es un operador lineal en H ta‘.l‘q.ﬁe
') PP =P,
2y (Px,y) = (x,Py), para todo x,y€H,
entonces - PH es un subespacic de H y P = P -
Demostracién. La primera parte es evidente. Para probar 1), se tiene
que Pyx€M. Como trivialmente (Pux-—Pux)LM, por definicién
PM(PM}{) Pux.

Igualmente, para probar 2), se tiene que para todo X,y en- H,
{y —Puy)LM, Pux€M, luego (Pux,y— Puy) =0, es decir,

(Pwmx, Y) = (Pux, PMy)-
intercambiando x e y, se obtiene
(X, Pmy)= (PMx,.PMy) = (PMx, y)

Para probar el reciproco supondremos que P es también continua.
Esta restriccién seri eliminada en el teorema 2.5.

Si (xa) € PH, por 1') y la continuidad de P existe {y.) tal que

Py, = X., para todo n, y se tiene

Px, = P(Pyy) = Pyn = Xn.
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Si (x.) converge a x, se tiene

x= i11'{11 Xn = liT{n Px. = F(limx.) = Px,

y por consiguiente x € PH, y PH es cerrado.
Por 1') y 2') se tiene, para todo x,y,

(Pxy—Py). = (Pxy) — (Px,Py) = (Px,y) — (F’xy) = (Pxy) — (Pxy) = 0,

es decir, (y—Py)LPH luego Py = Pemy.//

Definicion 1.38.—Sea E un espacio lineal normado y sea {v.|a € A}
un subconjunto de E. Se pone

i
V= E Va

aCA

si y solo si para toda bola B(v,r)} existe un conjunto finito I, c A
tal que

—
ya

AN

ve. €B(v,r),

para todo conjunto finito J que contenga a J..

Definicidn 1.39.—Se dice que un conjunto {¢p. |2 €A} en un espacio
unitario es ortonormal (ON)} si (@4, 93) = 845 donde 8., es la fun-
cion delta de Kronecker.

Teorema 1.40.—8i {9, | e €A} es un conjunto ON en un espacio uni-
tario U y x €U, entonces:

i) {«|(x,9.)5=0} es contable (finito o numerable);
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if) E [ (x, @} ! = || x f[".
aEA )

Asi E (X, Pa)pa existe y es la proyeccién ortogonal de x sobre
aEA T

Sp{oa}

Demostracién. Para todo conjunto finito J < A,

(x-—E (x, 9)00) L Sploa)
acJ
a€J '

por lo que Z (X, pa)pe €s la proyeccion ortogonal de x sobre

{ a€J
Spl{on .
plo }aEJ

Puesto que

X=X— Z (x. cPcr)(Pcr + : (xn q’a)‘p&r
a€lJ a€lJ :

el teorema de Pitdgoras implica

x| = [tx— Z (X, pu)oa |* + |} Z (X, Pa)e |[* ==
' a€J a€lJ '

= || Z (%, pa )0 ||* = Z | (x, 9a) [*.

a€J e €J
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Tomando €] supremo sobre 1J,

I [ = Z | (x, 9a) T,
) €A e

e,

lo que demuestra ii).

Para probar i), seanc = | (x,04) "< @, ¥

M

S = fal [(x o)==} n=12.
G o '
Entonces, Card {én } = nc,
y S. es por tanto finito. Como
T S 2 (al(x g0 £ 0) = USy,

se sigue que S es contable, lo que demuestra 1i).//

Definicion 1.41.—Se dice que un conjunto ON {o,} es comﬁleto {(ONC)
si Sp{o.} =H.

Teorema 1.42—Sea {e.} un.conjunto ON‘'en H. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

a) {e.} es ONC;

b) x= E 3'(#,Le;)é§:=para‘todo xé'H';
a€A ’ :

9 UxiF= D (et paratodo. xeH;
CcEA Lo
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d) Si x€H es tal que {x,e,} =0, para todo «, entonces x=0.
Demostracion, Se probara la siguiente cadena-de implicaciones:
b= ¢c)=> d)= b) = a) = b).

b) = c¢). Se sigue de la igualdad

™

N
IxlP=llx— / (xedee}+ Il
a€J

(%, €a)ea I’

Q
m

J

para cualquier indice finito J, como en el teorema anterior, En efecto,

‘ N |
[ IxlP— /7 l(xea) P !: | x —
I eelJ

(x, ealdex ||

2 V]

v, por b), el segundo miembro puede hacerse tan pequefioc como se
quiera.

c) = d). Evidente.

d) = b). Por el teorema 140 la suma

CPax =/ (x e
cCA

esta definida para todo x€H vy es la proyeccién de’ x scbre m.
Por tanto i _ . : 0 o
{(x —Pux,e,) =0,

para todo a€ A luego por d), x—Puxx = 0. Asi,

X = PAX = i (X, ea)ea.
a€A
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b) = a). Evidente.

a) = b). Para cualquier J c A, J finito, la proyeccion de x sobre

Sple«|a €T} es

Pix = E (x, ealen
a€l

y por tanto

(x —Px) L Sp{e.|a€T}

Por a), dado £> 0 existe J finito tal que

[| x — S Co€a || <&

a€l

Por tanto, como P;x es el punto mds préximoa x en Sp{e.|a €T},

se tiene
Ix—z (x,ea)eaHéHX——> Cata || <E.
acl] a€J
Si Yol
| x— E (X, eadee || = || x — > (%, eadea || <&
aEl a&J
Asi,

]

X = (X. exdex//
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Teorema 1.43. (Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt).—Sea
(as): una sucesion de elementos en un espacio unitario. Entonces hay

R
una sucesién ON (es);, donde R = rang(a.} es el nimero de vecto-
res linealmente independientes en la sucesién (as), tal que

Sp {(e;l)} = SP {(an)}-
Demostracion. Pongamos b, = a, donde

dr = inf{an | an‘7é0}-

Entonces
b,
&= —.
b ]
Supongamos e, ..., €n—1 elegidos de modo que
Sp{el, ..., e} = Sp{a:, ..., an},
donde rang(ai, ..., ax) = k, se verifica para k=m —1.

Sea awm el primer elemento en (a.) que no depende linealmente
de e, ..., ém_1. Poniendo

m-1
bm = drm — : (arm, ej)@j
1=t

bu
|1 b |

Cm =

se tiene

Sp{e, ..., em} = Sp{a, ..., am},

y la demostracién se completa por induccion.//
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Definicion I.44.—Se dice que un espacio topoldgico es separable si con-
tiene un conjunto denso contable de puntos.

Teorema 1.45—Un espacio de Hilbert H es separable si y sélo si con-
tiene una sucesion ONC (finita o infinita).

Demostracion. Sea H separabley (a.), n=1,2, ..., densoen H. La
sucesion (e,) obtenida en el teorema 1.43 es ONC.

Reciprocamente, sea ({e,) una sucesion ONC en H. Para todo
m, el conjunto de puntos S. de la forma

m

—

/ey r; racional en K,

i=1

es contable. Por tanto USan es contable.
Para tode x€H, >0, existe m tal que

m
E
Hf\'—j (X,e:)GJH'(?-
=1

Eligiendo r; racional tal que

E
Hxe)—n| <
2m

se tiene

|!x~—z ney {| <e//

1=1

Teorema 1.46.—a) Todo espacio de Hilbert contiene un conjunto QNC,
b) Dos conjuntos ONC en un espacic de Hilbert tienen el mismo car-
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dinal. ¢} Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si y
solo si todos sus conjuntos ONC  tienen el mismo cardinal.

Demostracién. a) Sea G el conjunto de todos los conjuntos ON en H.
Claramente G:® (si H no'es trivial), y se pueden ordenar por in-
clusidn.

Si {Cy|®€A} es una cadena en G, entonces U {C,|a €A} es
una cota superior. Asi G tiene un elemento maximal digamos
{ez| 2 €1}. Este elemento es un conjunto ONC en H. Si no, existi-
ria x520, (x,¢,})=0, para todo «€1I, 'y

fea} € {ea} U —

1= 1]

estrictamente. Contradiccidn.

b) Sean {e,|a€A} y {fs{BE€EB} dos conjuntos ONC en H. Si
A o B es finito se sabe que Card{A} = Card{B}. En general, para
todo @, existe un conjunto contable B, tal que (e, fg) =0 sif€B,, vy

L Cx = Z (€a, fﬁ)fﬁ-
BEB,

Entonces B= UB, porque si existiese [ € UB, se tendria ({3, e,)=0,
para todo «, es decir, fg =0, contradiccidn.

¢} Si 9:H,— H: es una isometria «sobre», la imagen por ¢ de un
conjunto ONC en H; es un conjunto ONC en H. Reciprocamen-
te, si

« H,, f ,
(Ca) o & H ( ﬁ)ﬂsB < H
y Card{A} = Card{B}, existe una biyeccién ¢: A— B. Si se define

J(Ere)= EMF
o o o o)

entonces Y es una isometria que se extiende a una isometria de H,;
sobre H.//
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Teorema 1.47. {(Teorema de la acotacion uniforme)—Sea{U,} oA una
familia de aplicaciones lineales continuas de un espacio de Banach E
en un espacio normado F tal que para cada x€E el conjunto

{Ux | €A}

es acotado en F.
Entonces existe una constante X tal que

[ Uax [| =K || x

para todo x€E y todo a €A, es decir, || U, || =K, para todo a €A,
Demostraciéon. Sea
S ={x|[|lUsx||=n , Va€A}

para n=1,2, ...,. o
Puesto que U, es continua, S. es cerrado, para todo n. Ademas

E=US

n=1

v, por el teorema 1.13 (Teor. de la Categoﬁé de Baire), existen a€E,
r>0 y n, tales que

B{a,r) c S,;..

Por tanto, para todo x,
([x[] <r=s[|Ula+x) || =n,.
Asi,
|| Uax || = || Usla+x) = Uga || = 2n,,

para todo x tal que ||x{/ <r.
Si z€E, z540, se tiene que

=l
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por lo que para todo «€A, z€E,

|| Uez || = 1zil.//

Si E es un espacio normado y E’ su dual se pone <x, x> = x(x)
para todo x€E, x 34
Definicion 1.48—En un espacio normado E, la familia de conjuntos

N(Xﬂ; X': et X'; E) = {X| |<X’1 x_xo>|<5| léjék}l

k

para cualquier eleccion de xi, ..., % en E, y e>0, define una base
de entornos de x, para una topologia en E llamada topologia débil,
o d-topologia.

Teorema 1.49—Una sucesién (x.) en un espacio de Hilbert H con-
verge a X en la topologia débil,

(xn)—d—> X,
si y sdlo si para tedo v €H,

(X, y)—(x,y) para n— .

Demostracién. Inmediata.//

Teorema 1.50.—La topologia débil en un espacio de Hilbert es Haus-

dorff.
Demostracién. Si: x40,
N@©; x; ¥ [{x|) N N(x; x; 3| x[F)=0.//

La topologia débiles mds débil que la topologia fuerte. Se tiene,
sin embargo, el siguiente teorema.
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Teorema 1.51—81 (x.) es una sucesion débilmente convergente en un
espacio de Hilbert, entonces la sucesién de normas (|| x: ||} es acota-
da. Si (x.)—=x en la topologia débil y (||x{|)—1{|x]||, entonces
(xu)—x en la topologia de la norma, o f-topologia.

Demostracion. Si (xn)—d>x, entonces, bara todo y€H, se tiene,
(%, Y = 1 — %, 9] + |(x, 7).
Por la convergéncia débil, exi;te ne tal qﬁe
[(xn —x, ¥y} < 1,
para todo n > n,. Por tanto, para todo n,

[(xa, Y)Y = max {[(x,, y), ... |[(xa, ¥), 1+ [(x, )]}

La sucesidon ((x., v)) es pues acotada para cada y € H. Aplicando
el teorema de la acotacién uniforme se obtiene

i(xa, Y) =K || ¥ ll, K constante,
paratodo y€EH, n=1,2,.... Tomando y = X, se tiene _
(%o, %) = {| xa [F =K || xa [, l‘
es decir, ||x.]|=K, paratodo n=1,2, ....

Si ()—x y (lix|D—=Ilx]],
se tiene

linm [| %0 —x|] = ﬁ{}ﬂ“ x|]F —(x, xn) — (X, X} + {Xn, Xa)} = 0.//

Definicion 1.52—Se dice que un conjunto A es relativamente compac-

to si y s6lo si su clausura, A, es compacta.
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Teorema 1.53.—Todo conjunto: acotado en H es débilmente relativa-
mente compacto. : :

Demostracién. Es facil ver que si B es acotado, la clausura débil B
de B es también acotada. Existe pues

€ = sup {[lyi|} < =
vyEB

Para cada x € H se define A. como el compacto

CAc=A{e| ja|=Cllx]ljcC

" Por el teorema de Tychonoff, _A = T A cs compacto en 1a .tszq-
logia producto. x€EH

Para cada yE& B ., la funcién ¢, definida por
o{xy=(x,y) ," paratodo x€H,

pertenece a A. En efecto, la proyeccién de ¢, sobre cualquier coor-
denada es ¢, {x) y se tienc

| _lcpy(x)f = 1yl = =l iyl = € fixfi,
es deéir, q:l,(x)GAx. |

Si se define @ Ed —= A como ®(y) = ¢,, para todo yIE_Bd, 'la"apli-;'
cacidn

(D:Ed—ﬂb(ﬁd)c A

es claramente biunivoca. Vamos a ver que es también bicontinua, es
“decir @ es un homeomorfismo, demostrando que la topologia inducida

—d . —
en B por la topologia débil en H coincide con la inducida en @®(B )
por la topologia producto en A. La demostracién del teorema quedara

—d
asi reducida a probar que ®(B ) es compacto para lo cual, por ser A
—d

compacto, bastard probar que ®(B ) 'és cerrado.
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. En efecto, un ¢lemento de la base de entornos de la topologia in-

ducida en ®B ) por la topologia productoc en A es de la forma
C N(gy) = {od [od) —olx)l<e , 1 =j=m< o}

Pero, por definicion, éste es la imagen por @ del elemento de la base

de entornos de la topologia inducida en B por la topologia débil en H
dado por

N(y)={z] [(z—y.x)l<e , 1=j=m< =}

—a . .
Vamos a ver que ®(B ) es cerrado. En efecto, si f pertenece a su

il
clausura, todo entorno de f intersecta a ®(B ). En particular, para
todo x, y en H, el entorno interseccién de los tres siguientes:

N{f;x; ) = {g€A| |alx)—fx)|<e),
N(f; y; e) = {h€ Al [h(y) —H(y)|<e},
N(f; x+vy;e) = {k €A] | kix+y)—Ff(x+y)|<e}
Si @. pertenece a la interseccidon se tiene
lox) —f(x) | <&, [ody)—£(y) | <e, |ox+y) —f(x+y)| <&,
y, como @, es lineal,
| fx+y)—fx) — £y} | = [ {x+y) — elx+¥) | +
+ | ox) —f(x) | + | oy} —f(y) | < 3.
Como ¢ > 0 es arbitrario, se tiene que
f(x + y) = f(x) + f(y).
Anilogamente se prueba que

f(Oax) = w(x),
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para todo - x€H ytodo *» en C. Asi, f es lineal. También es con-
tinua pues sienda f €A, se tiene f(x)€ A, para todo x€H, y por
tanto,

| Hx) | =C | x|

Por el teorema de representacion de Riesz, existe u€ H tal que f = ¢y,
—u }
y f€a0(B).//

Teorema [.54—Todo espacio de Hilbert es débilmente secuencialmente
completo.

Demostracién. Sea (x.} una sucesién de Cauchy para la topologia dé-
bil, es decir, para cada y€H fijo, dado ¢ >0 existe n. tal que

[ (Xu—Xm,y) | <& , ‘para todo m,n > n.

La sucesién nurérica ((y,x.))\ es pues convergente, y por tanto
acotada, para cada y € H.
. Definiendo . Uu(y) = (y, %), .para todo y€H, .n=1,2, .., se tiene
que U, es un funcional lineal y continuo en H, acotado para cada y
fijo y todo n. Por el teorema 1.47 existe una constante K tal que

[, y) I =K ||y

y-

es decir,
Hx [ =K,

para todo n=1, 2, ... .
Si se define

o(y) = lim(y, xa),

es.claro que ¢ es un funcional lineal en H, ‘continuo porque ||x.|]<K,
para todo n, implica :

fe =K ||yl
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Por ¢l teorema de representacion de Riesz existe z€H tal que ofy) =
=(y,z), .para todo vy€H, y por tanto, (x,)—z en la topologia
débil.//

Teorema 1.55—Todo conjunto acotado en H es relativamente, secuen-
cialmenté, débilmente compacto, es decir, de cualquier sucesién acota-
da se puede seleccionar una subsucesién débilmente convergente.

Demostracion. Sea  (x.): una sucesién acotada, es decir, |} x || =K,
para todo n=1,2, .... Poniendo G = Sp(x.), se tiene
H = E + G+,

La sucesién numérica ((x;,X.)kx es acotada pues

) =iz [z =K, 1=n<e.

Contiene por tanto una subsucesién convergente, es decir, existe {Xwh

tal que ((x, X)) es convergente.

Del mismo modo, por la acotacién de la sucesién numérica {(xz, X))

existe una subsucesidon (xm) de (xw) tal que ((xs, X)) €s conver-
gente,

Aplicando reiteradamente este argumento, se tiene que dado X,
para todo m, existe una subsucesiéon (Xmn) de (Xm-1,.) tal que

((xm, Xmm))n-;l

es convergente.

Es claro que la sucesién «diagonal» (xw} tiene la propiedad de que
para todo entero positivo m, la sucesién

((xm, xnn)):;;]
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es convergente, Por tanto, para todo z€ G existe

lign (Z, Xon).

Trivialmente, para todo y € G, existe también
li!rln (y, Xun).
Asi, la sucesion ((X, Xw)) es convergente para todo x€H, luego

(xu) es una sucesion de Cauchy para la topologia débil en H. Por el
teorema 1.54, ésta es débilmente convergente.// '
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CAPITULO 2
OPERADORES LINEALES ACOTADOS
Definicion 2.1.—Sean H,, (i = 1,2), espacios de Hilbert sobre K. Se
dice que T es un operador en H;, con dominio “9XT), en H, si T

es una aplicacion de un subconjunto I{T) de H, en H.. Un ope-
rador T en H, se dice lineal si T(T) es una variedad linecal en H, ¥y

T(x + py) = ATx + uTy,
para todo x,y en T(T) ytodo A, p en K.

Si el dominio ‘TT), (H.), no se mencionan explicitamente, se
supondri que es todo H,, (se supondrid que H, = H; = H).
Definicion 2.2.—8e dice que un operador lineal T en H es acotado
si existe un nimero M > 0 tal que

[ Tx i = M| x [},
para todo x € H.
Teorema 2.3.—a) Un operador lineal es continuo en X €H siy sélo
si es continuo en 0; b) Un operador lineal es continuo en 0 siy

salo si es acotado.

Demostracion. a) Inmediata.
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b) Si T es continuo en 0, existe § tal que
x|l <8  implica UTx || =1.
Sea z € H. Entdnces, si zs£0,

284
2z

satisface {|y|| < 8, y por tanto || Ty{|=1. Es decir,

i | < 1 | =2
_ |1 =1 implica Z|l=
2 H 7 H 11 P H ” 8;,

IN'T

Izl

igualdad que también es vilida para z=0. Asi T es acotado.

Reciprocamente, si T es acotado existe M >0 tal que |{|Tx||=
=M||x||, para todo x en H. Dado ¢>0, se toma 8§ =¢/M. En-
tonces

x] <8 implica | Tx]|=M8 =¢<//

Teorema 2.4—El conjunto “B(H) de todos los operadores lineales aco-
tados en H tiene estructrura de espacio de Banach si se definen:

(T: + Ta2Xx) = Tix + Tx O\zj = MTx) ,

T
Tl = supM ,
x#0 ||x]]

para todo T, T, T en B(H),LEC.

Demostracion. Sdlo probaremos la completitud. Sea (T.) una sucesién
de Cauchy en ‘B(H). Entonces, para cada x € H la sucesién (Tnx) es
de Cauchy en H, pues

| Tox — Tux || = [[To—Tal|| ||x]].
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Si se define Tx = lim T,x, para cada x&€H, se tiene que T es
lineal, También es acotando pues haciendo m-—» e en

ITax— Toxll = IT—Td| lx || <ellxIl,
para todo n > n,, se tiene
I Tx — Tx f| <e| x||
y por tanto
||Txl| ITox —Txff + [[Toxfl = ([Tl + ) Ix[lp> 1o

Ademés H T.—T|| =¢, paratodo n>n., y portanto T =limT.
en la topologia de ]Ja norma de °“B(H). Asi “B{(H) es completo.//

Teorema 2.5—Sea H un espacio de I—Iilbert y A €B(H). Entonces:

i) Existe un tinicc A* € ‘B(H), llamado operador adjunto de A, tal
que (Ax,y) = (x,A"y) paratodo par x,y de elementos de H. Ademas

I[A]l=[lA%]] A**=A.

y para todo par de operadores A, B en ‘B(H) se tiene,

(A + B)*'= A* + B*, (M)* = MA*, para todo rEC,

(AB)* = B*A*,

donde AB es el operador en H definido por ABx = A(Bx), para todo.
x € H. '

ii) 8 Ay B’son operadores lineales en H  tales que (Ax, y)=(x, By)'
para todo X,y en H, entonces Ay B per‘tenecen a ‘B(H) y se tiene

por tanto B = A*,

Demostracién. i) Para cada y€ H fijo, el funcional
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9,(x) = (Ax,y), paratodo x€H,
es claramente lineal y continuo. En efecto,

losx) | < 1ALl (tyll [x]] -

Por el teorema de representacién de Riesz, existe un dnico z€H
tal que
@Y(x) = (xr z):

es decir, (Ax,v)=(x,z), para todo x€H.
Si denotamos por A la aplicacién definida por

A*y =7z,

entonces A* € ‘B(H). En efecto, es inmediato comprobar que A* es
lineal. También es continuo pues si en la igualdad

(x,A*y) = (Ax,y) , para todo x,y en H,
se toma X = A*y, se tiene
lFA*y [P = |A [IA*yIl Iyl .
¥y por tanto, |
Ia*yll < JAll liyll ., para todo y€H.
Asi, A*€BH) y ||A*||=]| Al
Por lo ya demostrado, aplicado al operador A se tiene, para todo

Xx e v en H,
(Ax,y) = (x, A" y) = (A** x,y),

lucgo A=A y [[A]l = A || = ||a*]] = |lA] .
Las otras propiedades son inmediatas.

ii) Considérese la familia {Uy| y € H—{0}} de aplicaciones de H
en C definidas por ' ‘

1
Uy(x) _ Ee——— (x, By).
[yl
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Es claro que U, es lineal, y continua por la desigualdad de Schwarz.
Ademas

1 1 _ Al Uyl
i (o BYE= gy (e v =l

[U(x)] =

para todo y € H— {0}
Por el teorema de la acotacién uniforme, existe K, constante, tal
que

LU [ =K x]l,

para todo x, y€H, ys0.
En particular, para x = By, y=:0, se tiene

1

[yl

y por tanto || B || =K. Por i) se sigue B = A*.//

(By, By)=K|{| By ||,

Definicion 2.6.—Se dice que F es un- funcional sesquilineal acotado
en H si F es una forma sesquilineal tal quc

sup | Fx,y) [ <o, x|l = [jyll = L

Teorema 2.7.—Todo funcional sesquilineal acotado F en H puede re-
presentarse en la forma

F(x,y) = (Ax,y) , paré todo x,y€H,

donde A es un operador lineal acotado en H, y esta representacion
es unica.

Demostracién. Para cada x € H fijo, la aplicacion

" Flx,): H—=C
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es lineal y continua. Por el teorema de representacién de Riesz existe
un tnico z€H tal que

F(x,y)=(y,z) , para todo y€ H.

Se define un operador A en H asignando z a x, es decir, z = Ax,
para todo x € H. Se tiene,

I‘i(X, y) = (Ax;y). 5. para todo x, y€H.

El operador A es claramente lineal. También es acotado pues si
|l Ax || =0, S

{Ax, Ax) Ax
sup |[Ax||= sup ———= sup Fx,—)=
Ikli=1 Hxll=1 || Ax ]| [Iki|=1 It Ax||
=sup {|{F(x,y)| | [[x]| = Jiyll = 1} < .

La unicidad es inmediata.//

Definicién 2.8.—Un operador lineal acotado A en un espacio de Hilbert
se dice que es hermitiano si A = A™.

Teoremma 2.9—Un operador lineal A en H que satisface una de las
condiciones siguientes: .

i} (Ax,y) = (x, Ay) , para tode x,y en H,

i) (Ax,x)ER para todo x€H,

también satisface la otra y es, por tanto, hermitiano.
Demostracién. ii)=1i). Para todo X, p en K, x,y€H, se tiene
(A(Ax + py), Ax + py)€ER.

Por tanio,

[MH(Ax, x) + M(AX, ¥) + Mu(Ay, X) + [n/(Ay, ¥) € R.
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Ae=p =1, se tlene (Ax,y) + (Ay,x) = m€ R,
h=1pn=1i, se tiene (Ax,y)—(Ay,x)=in, n€R.
Por tanto

m + in m — in
(Ax} }') - —2—_1 (AY| x-) = “'_'—'_E_"'_'_l

vy asi,
(Ax,y) = (Ay, x) = (x, Ay).

i1)=ii). Evidente.

i) implica que A es acotado y hermitiano por el tecrema 2.5.//

Teorema 2.10—S8i A es un operador lineal hermitiano en H, se tiene,
i|All = sup{|(Ax,x})| | |fx]} = 1}
Demostracién. Sea
C=sup{|(Ax,x)| | |Ix]| = 1}

Como [{Ax,x)] = ||A|| ||x ], se tiene C = ||A|{. Reciprocamente,
de la identidad

1
(Ax,y) + (Ay,x) = T{(A(x + ) x + y)—(Alx—y), x—y)}
para todo x,y en H, se sigue
1 2 2
[(Ax, ¥) + (Ay, x)| i‘TC(HX+}'II + |l x—y )=

=C(x[F+yl™.



Teoria de los operadores lineales en espacios de Hilbert 47

Tomando y =iz, con ||z|| = |[x]| = |M = 1, se tiene,

(2.1) | MAx, z) + MAz,x)[=2C,
lo que implica

2.2y ' | (Ax,z) | =C,

pues si (Ax,z)==0, se toma

_ {Ax, 2)
©|(Ax, 2)]

en la desigualdad (2.1).

Se sigue que |} Ax||=C, para todo x,||x|| =1, puessi Ax<0,
se sustituye

_ A=
[ ax]]

en (2.2), y es trivialmente cierto si Ax =0, y por tanto ||A]|=C.//

Definicion 2.11.—Se dice que un operador lineal en H es compacto si
transforma conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

Teorema 2.12—i) Todo operador lineal compacto en H es continuo;
ii} Un operador lineal en H es compacto si y sélo si transforma su-
cesiones débilmente convergentes en sucesiones fuertemente convergen-
tes, es decir, convergentes en norma.

Demostracion. i) Por ser A compacto, el conjunto AB(0,1) es relati-
vamente compacto, v por tanto acotado. Existe pues M > 0, constan-
le, tal que || Ax||=M, para todo ||x]||=1. Asi, A es continuo.

1) Sea {(x.) una sucesién débilmente convergente a x. Entonces (xa)
es acotada por el teorem;a}l.§.l,.y por tanto (Ax,) es relativamente
compacto.
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Supongamos que (Ax.)—/— Ax en la f-topologia. Entonces existe § > 0,
m—> o, tales que

|| A%a, —Ax || > 8, para todo i=1, ....

(xn ) acotado implica (Ax.) relativamente compacto, por lo que
1 1

se puede seleccionar una subsucesién (ny) tal que (Ax. ) es conver-

gente, pongamos a .
Asi, por la convergencia débil de (x.) a.  x, se tiene, para todo
z€H,

(y,z) = lijm (Axnu, zZ) = lljm -(xn.”, A¥z} = (x, A* z) = (Ax, z},

es decwr, y = Ax, contradiccién.

Para el reciproco, basta aplicar el siguiente teorema [4]: En un es-
pacio métrico, un conjunto’ S es compacto si y sélo si toda sucesién
en S contiene una subsucesién convergente con limite en S.

En efecto, sea S acotado y (Ax,) una sucesion en AS. La suce-
sién  (x.) es pues acotada y, por el teorema 1.55, tiene una subsu-
cesién (x.) d-convergente. Por hipétesis, la subsucesion (Ax,) de

(Ax,) es fconvergente, y AS es por tanto relativamente f-compacto.//

Definicion 2.13.—8e dice que un operador lineal A es de rango finito
si AH es de dimension finita. o

Teorema 2.14—Los operadores lineales compactos constituyen la clau-
sura para la norma uniforme de operadores del conjunto de operado-
res de rango finito, es decir: i) si T es compacto, para todo >0
existe un operador lineal A de rango finito tal que |[T—A]|| <e;
ii) si (T.) es una sucesion de operadores compactos y || B— Ty || ~>0,
para n—»> <, el operador B es compacto.

o

Demostracion. Sea T compacto. Entonces, para todo 1 :T >0

existe un conjunto finito {ai;,...,as} en B(0,1) tal que

TB(©,1) < U B(Ta,, ).
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En efecto, como TB{0,1) es relativamente compacto y la familia
{B(Tx,n)| x€B(0,1)} es un recubrimiento abierto de TB(0,1), se
puede extraer un subrecubrimiento finito {B(Tar,mn)|1=r=m}.

Sea P la proveccién de H sobre el subespacio generado por
{Ta;, ..., Tan}. Entonces el operador A = PT es lineal y de rango
finito, menor o igual a .

Si l|lyil=1, entonc'eé Ty € TB{(0,1} y existe ar, 1=<r<=m, tal
que |Ty—Ta:|| <m. Por tanto :

ITy —Ay[l = ||Ty —Ta|| + [|Ta.—PTy|| < ¢
va que
PTa, = Ta. , ]PT_ar—PTyHéHTalr—TyH,
para todo | =r=m.
ii} Por i) es suficiente demostrar que si T estd en la clausura para

la norma uniforme de operadores, del conjunto de operadores lineales
de rango finito, entonces T es compacto.

Sea T un operador lineal. T es compacto si para toda bola B(0, 8),
el conjunto TB(0,8) es totalmente acotado.

Dado e 0, existe A, operador lineal de rango finito, tal que

g
HT—Al <mn, tomando n=?

Asi, para todo y € B(C,8) ,

£
l|TY—AY|f<Tl||Y”é-2—

Como AB(0,3) es acotado y de dimensién finita, es compacto. Asf,
existen ai, ..., am, en B(0,3) tales que

AB(0, ) Gl B(Aa,, 51).
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Por tanto, para todo y € B(0,8) existe r, 1=<r=m, tal que
C lAy—Asi <
luego,
I Ty — Aa|| = [Ty —Ayfl + [|Ay—Aa] < =

Asi las bolas B(Aa, ), 1=r=m, recubren TB(0,8) que es, por
tanto, totalmente acotado.//
Definicion 2.15.—Sea A un operador lineal en un espacio de Hilbert H.
Si existen x#0 en H,A€C tales que

Ax = Ax,

entonces * se llama valor propio de A y x vector propio de A aso-

ciado al valor propio .

Teorema 2.16.—S8i A es un operador lineal hermitianc en H, todo va-
lor propio de A es real y si x;,x; son vectores propios de A asocia-
dos a valores propios Ay, A, respectivamente, distintos, entonces x
y X: son ortogonales.

Demostracidén. 81 Ax = Ax, x=:0, se tiene

{Ax, x) = Mx,x) ,

luego A ETR,
Si Axy= hxy, (i=1,2), como

(AX{, xE) = (xl; sz) »

se tiene (x5, x) = M(xy, x;), es decir, (x;,x:) = 0.//

Teorema 2.17—S8ea A wun operador lineal compacto y hermitiano. En-
tonces existe xs<0 en H tal que Ax=%ix, con |A|={|A]|
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Demostracién. Existe una sucesién {x.), ||x || =1, 1= n < «, tal que

)\Zlil]lfn(AXn,xn)' ) l-kl:HA”

En efecto, por el teorema 2.10 se tiene

Al = sup {[(Ax,x)| | [ix]l = 1}

y por definicion de supremo existe una sucesién (zx), |lz|! = 1. 1=k <,
tal que '

li A “ = Iikm [(Azx, zs)).

P

Existe por tanto una subsucesién (zx Jo=1 tal que existe

A= Ii'}‘n (AZ::“, Zn"),

y poniendo  xn = zx , 1=n< », lasucesién (x,); cumple las condi-
ciones especificadas al principio de la demostracion.
Por el teorema 1.55 se puede suponer, sin pérdida de generalidad,

que (%), converge débilmente, por lo que el teorema 2.12 demuestra
la existencia de un elemento y€H tal que

y = f—li“m Axy.

Como
|| Axe — Axu ||* = [[.A%n |[*— 2M(Axa, %) + W,
se tiene

) 0= lim'|| Axe — Mxa [ = ]| y I — 22

Asi, ||A|P=2M=|y|F luego y=0.
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Como |Ax.{|=][|A{], 1 =n < =, entonces
Iy I = lim [|[Ax. JF=|[A]? =¥,
y por tanto A = ||y, lim || A% — Axa || = 0, ¥y
f—Ii!{n Ax, = f-Ii"m AXa =Y.
Este resultado implica finalmente

Ay = A(f-linm hxn) = lA(f-linm Xn) = l.(f-li“m Ax,) = Ayv.//

Vamos a ver otra demosiracion mds constructiva del mismo teorema.
Sea X €H tal que Ax,540. (5i As40, un tal X, existe). Vamos

a probar que para todo entero positivo m se tiene que A™x, 0. En
efecto, si

i) m=2n, A%,70, para todo k< m, A™, =0, entonces
0 = (A™x,, Xo) = (A®X,, A™Xe)
implica A"x, = 0, contradiccion; y si
il) m=2n—1, A¥,=%0, para todo k<m, A™, =0, entonces
0 = (A™'x, Axo) = (A™X,, Xo) = (A", A"Xo)
implica A"x, = 0, contradiccion.
La sucesion (xn), donde

Amx,
H A, ||

Xp —

estd pues bien definida. Si se pone AxXs = ¥nu1, se tiene

Aq'@ 1 Xo

Vi1 = —/———————,
I Anxe ||



Teoria de los operadores lineales en espacios de Hilbert 53

¥ por tanto
A“”x., _ || A“xq ” MLES!

Yo41 —

A=l || A%l lyussll

Xny1 =

Vamos a probar que
(2.3) | yosr}|= || ya!| >0, paratodo n=1, ....

En efecto,
| ¥o [I* = (A%acs, || ¥a || %)

implica
Il yu || = (Axn_1, Xa) = (Kuo1, AXp) = (Xo_s, ¥or1) = || Yo [
También se tiene que

(2'4) H ¥n-1 H || ¥ H = (Y“—lr yﬂ+!) = (Yn+1y }'n—i),
para tode n=2, 3, ....

En efecto,
Somtr yors) = (1 Yo 1 Racs, Ax) = [y || (o A) =
= || ya1 || (Axa-1, %0) = || yar || (¥, ) =
= ynat i1y | 30, 30} = Nyl Hiwnll
pues || x.{| = 1.

La sucesién (|| yn ||) es, por (2.3), monétona. También es acotada
pues

lyall = NA%asll = IA] x|l = [1A

para todo entero positive n.’
Existe por tanto

po= lm v == A
n T
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Como la sucesién (x.) es acotada, existe una subsucesién (x.) dé-
bilmente convergente por lo que la sucesién (ya ..} tiene limite fuerte.

Si se pone,

7 = f-lilm Yo 41

se tiene que 0 < p = |/ z}]. También, -
y“l+l.
Yoor = AXy = A
I ¥o,+1 I
implica, tqmando limites para i1i— @,
Az,
z; = flim ya 42 = \
h 1t
e iguaimente,
Yn 42
Yo +3 = Axnl+z =A—
i sl
implica
Az
Zy = f-l]m Yo 43 =
i 1
&

Utilizando (2.4) se tiene que

Hzs—z || = lilm Il Yu, 43— Yo 41 [ =
= 1m {[] yo,+s |1 + [l yo,o1 [ — 2yu, 45 yu 400} =

= lim {[] yoss ' + ||yo,0[F — 2 Iyaa]l ynnil} =0

Por tanto,
AZz AZ]_
= = 'Zy

B B
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es decir, Az, = pz,, Az, = pz,, y asi,
Mo + )=z + z), Alzi—z) =z —22).

Uno de los dos nimeros p o - es pues un valor propio del ope-
rador A.//

Teorema 2.18. (Teorema espectral para operadores hermitianos compac-
tos)—Sea A0 un operador hermitiano compacto en un espacio de

mn
Hilbert H. Existen entonces un conjunto ortonormal (@m.)u-: ¥y una

n
sucesion de nimeros reales no nulos (Ah.)-: tales que
Aq'Jt\ = )Ln O

para todo 1=n=m (menor que m si m = ») y para todo x€H
se tiene

(2.5) Ax = : )\'u(X, (Pn)(Pn-

Ademads, si m = =,

Ty

MMENETENIYES

]iﬁn d =0 vy la convergencia en {2.5) es en norma.

Demostracién, Del teorema 2.17 se deduce la existencia de un valor pro-
pio Ay un vector propio asociado ¢ tales que Agi =l ¥
] = 1AL

Sea A, el operador restriccién del A al subespacio ortogonal a ..
Es claro que A, es también compacto y hermitiano y || A:|| =] Al
Si A;50 se puede volver a aplicar al teorema 2.17 a A: y obtener
d: vy ¢ tales que o »

Am=lapr y %] = AN = AL = M.
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Después de un nimerc finito de pasos se obtiene una sucesién
M, ..., \n de valores propios y la correspondiente sucesion @i, ..., ¢u
de vectores propios de A tales que

A(pj=)\4<pj, léjéh, y |}»1lééi)\q!%él)~ni

Se define

Anx = Ax— 7 MK, o)y, ‘V¥x € H.

1=t

Como antes, A, es compacto y hermitianoc. Si para algin h, A, =0,
se sigue gue

Ax = S (X, pi)py, para todo x € H,

=t

vy €l teorema esta probado.
Si para todo entero positive n, es A.s£0, el método anterior apli-

cado reiteradamente proporciona una sucesién (), de valores pro-
pios de A tales que

= = >

y una sucesion (@), de correspondientes vectores propios asociados
de A.

Supongamos que (A)}—/-»0 para n-—-—— . Entonces, existe
8 >0 tal que para todo n,

| ha] >85> 0.

La sucesidn (gu} es ON luego tiene una subsucesion débilmente con-

vergente (cp.nk):’(:l. Por ser A compacto, la sucesién (Aq)nk):;l es fuer
temente convergente. Pero, para h=k,
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H Aan]l -_ A(Pnl: ”2 = ()\:nh(Pnh — )\—nkcpnk, 1mh(FnJ — )‘vnkq)nk) =
= | )\-nh |2 + | lnk J:l. > 282,

y (Aopw} no es de Cauchy. Contradiccién que prueba que liﬁn =0

Finalmente, para todo x € H,

Iae— D Mool = lAxl = A (1|l =

= s | Il x]]

que, por lo probado en el parrafo anterior, tiende a cero para n ten-
diendo a infinito.//

Corolario 2.19.—Si dimH = «, la sucesién (¢.) del teorema ante-
rior es ortonormal completa, ONC, siy s6losi A =0 no es un valor
propio de A. En consecuencia, si H no es separable % =0 es siem-
pre un valor propio de un operador hermitiano compacto.

Demostracion. Si (g.) es ONC, para todo x€H tal que (x,9.) =0,
para todo entero positivo n, se tiene que x = 0.
Si A =0 es un valor propio, existe yEH, ys40, tal que

Ay = Z .Kn(y.Cpn)cpn =0
n=t

Como la sucesién {@.) es ON y X% 0, paratodo n, 1=n< =,
se tiene que (y,p.) =0, para todo n, lo que implica y =0, con-
tradiccién.
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Por el contrario, si (cpl.)lw no es ONC, existe x€H, x=0, tal
gue (x,¢,) =0, para todo entero positivo n, y por tanto,

T
Ax = /__ (X, @u)pa = 0,

n=1

es decir, 0 es un valor propio de A.

Corolario 2.20—8i » =0 es un valor propio de un operador hermitia-
no compacto A, entonces el subespacio

N (AY= {x € H|(A—}Dx = 0}

es de dimension finita.

Demostracién. Si (g») es una sucesion ortonormal en N {A), por ser
A

acotada tiene una subsucesion débilmente convergente. Sin embargo,
para ns=m, se tiene

”ALPU——AquHz = ”)Kpn—"'}\-fpmuz = 2]}.{,

luego (Aw.) no tiene ninguna subsucesién fuertemente convergente,
en contradiccién con la compacidad de A.//

Definicion 2.21.—8e dice que un operador lineal acotado A es normal
si y sélo si AA* = A™A. '

Teorema 222—Sean A y B operadores lineales compactos hermitia-
nos en H que conmutan, es decir, AB = BA. Existe entonces un con-
junto ONC (g,) en H formado por vectores propios de A y B ta-
les que si (Ay), (pe) son los correspondientes valores propios de A
y ‘B, respectivamente, a lo sumo un namero contable de A, ¥ po es
distinto de cero. Para todo x€ H se tiene ademas

Ax = __j ) la(x, (Pa)fpm
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ST
Bx = / (X, Pe)Pa,

[ ‘ E L ' a
con convergencia en la topologia de 1a norma.

Demostracion. Sean A, %z, ..., el conjunto de todos los valores propios
distintos de A y supongamos que. dim H = «. EIl subespacio

= N(A — A.), 1<t < o,

es claramente un subespacio invariante para B, es decir, Bm: < nn,
1=r < w., En efecto, si x € se tiene

(A — MWD)Bx = ABx — hBx = BAx — ABx = B(A — JI)x = 0,

es decir, Bx&€pm..
Como el operador B:, restriccion de B al subespacio n: es her-
mltlano y ‘compacto, existe una sucesiéon ortonormal

'(tprk), 1 = k = mr, m, = dim ),

finita si A2 0, que también son vectores propios dé A - asociados
al valor propio .
Si se pone
th'k = U;rkcprli,
: A(Prk = )\-rl:(prk, )\-rk = ).\-r,

1=k=m, ycada 1, 1=r < «, entonces para todo x€H se tiene

X = ; (X, PreXpexc + Xao,

l=k-~=m,

donde XOG N(A)ﬂ N(B) Si {¢g) es'un conjunto ONC para el sub-
egspacio " N(A) N N(B), entonces . ;
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(9a) = (prx) U (05)

es el conjunto ONC buscado. Claramente Agg = Bog = 0, para todo
B, ¥y por tanto

Ax = j er(x, (Prk)cprk;
=1

1=k-=m,

Bx = Z (X, Qapek./ /

=1
l=k=m,

Teorema 2.23. (Teorema espectral para operadores normales compac-
tos)—Sea A un operador normal compacto en un espacio de Hilbert H.
Existe entonces un conjunto ONC de vectores propios (¢.) y corres-

pondientes valores propios (Xg), todos cero excepto un numero a lo
mas contable que se denotan por (A,), tales que

<
Ax = /X, 9u)u.

Ademas, si dim H = oo, se tiene que liml, = 0.

Demostracién. Si A es normal, los operadores

A+ A* A—AF
= —_— ¥ C=+—u-r—rr
2 2i

son hermitianos y BC = CB. También, por ser A compacto, A* e¢s
compacte vy por tanto B y C son compactos.

De] teorema 2.22 se sigue la existencia de un conjunto ONC (@)
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tal que a lo més un nimero contable de valores propios (£.), (m») para
B y C, respectivamente, son distintos de cero y que

N
Bx = /  Eu(X, ¢a)0a,

N
Cx= / mnuX, Pu)pn,

n

Como A=B+iC se tiene que

N
Ax = / )\-n(xr ‘\Dn)(pllr

n

donde A =5, 4+ ime. Si dimH = «, E, y m. tienden a cero para n
tendiendo a infinito; se deduce en este caso que ]il{n e =0.//

Definicion 2.24.—Un operador lineal continuo T en un espacio de Hil-
bert H se llama de Hilbert-Schmidt, HS, si para algin conjunto
ONC (e,) en H se tiene

E || Tea [[* < oo,

Teorema 2.25—Si un operador lineal continuo T en un espacio de Hil-
bert H es HS para un conjunto ONC {(e,} en H, entonces tam-
bién T es HS para cualquier otro conjunto ONC en H.

Demostracién. Inmediata.//
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Teorema 2.26—Un operador HS es compacto. Si T es HS enton-
ces T* es HS. - :

Demostracién. El conjunto
' S:{alTea?l—'O}J ;

(ex) conjunto ONC, es contable. En efecto, sea
1
Sa={a| ||Tea||==—1}, 1=n< .
n

Es claro que S. es finito para todo n, y como S = U S, S es con-

table. Llamemos (e.); al subconjunto de (e,) tal que Te,s=0 y de-
finamos T. como la restriccion de T al subespacio Sp{ei, ..., e},
1=n< .

El operador T., para todo n, es de rango finito, y por tantc com-
pacto, Ademas T = imT., en la topologia uniforme de operadores.

En efecto, para todo y € H,

Z [ M P= ]y [

Entonces,

<
| Ty —Tuy |[* = ] Z WTan [P (£ [da| [ Teal| P =

n=k+1 v n=k+I

- -

é(}__ilni*) (Zl!TenH“)éllyll > || Tea |17,

n=k+l n=k+l n=k+1

es decir,
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IT—T 2 (D || Ten |

n=k+l

que tiende a cero para k tendiendo a infinito. Por el teorema 2.14, T
€5 compacto. : '

Para cada «, se tiene

Tex, = S (Teq, e5)ep
B

kg, U #*
T*ey = /- (T*e,, Eg)e,@.
B

Z [| T*ea [|* = Z (T*eq, >:_ (T*eq, €plep) =
* i

[+ 4

Entonces,

\/ 1

R

L (Treaqep) = 4/  [{Tep e
B B

a

Como,

(Teg, >_ (Teg, exdea) =

[

| Teg | =

=V

>
B
N
a

i (Teﬁi efl’) i.’! < o0,

<
=/
B
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se sigue que || T¥e ||’ < o luego T* es HS.//

Definicion 2.27.—Un operador 8 con dominio ‘D(S} c H se dice iso-
métrico si es lineal y
l18x || = {lxl],

para todo x € D(S).
Definicion 2.28.—Un operador U con dominio y rango un espacio de
Hilbert H, se dice unitario si

(Ux, Uy) = (x,y),
para tode X,y en H.
Teorema 2.29.—Un operador unitario U admite un inverso U™ (es

decir, existe un operador U™? en H tal que UU'x = U Ux = x, para
todo x en H), que también es unitario; U es lineal, y U* = U™,

Demostracién, Supongamos que Ux = Uy. Entonces,
0 = (Ux — Uy, Ux — Uy) = (Ux, Ux) — (Ux, Uy) — (Uy, Ux) + (Uy, Uy) =
= (X,X.} - (XIY) - (Y: X) + (Y-Y) = (x-—y,x—y),

y por tanto x = y.

Si u="U"x v=U'y, entonces Un=x, Uv=y, 'y se ticne
(Ux, Uly) = (u, v} = (U, Uv) = (x,y),
y U™ es unitario.

U es lineal. En efecto, si x = A%y + AX:;, se tiene
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(Ux,y) = (x, U'y) = (3x. + ¥, Uly) = Alx,, Uly) +
+ w(xe, U'y) = MUxy, y) + #(Uxz, y) = (AUxs + nUxs, y),
para todo y€H, luego U(hx: + px) = AUxi + pUx..
De las igualdades
(Ux, y) = (x, U"y) = (x, U%y),

para todo x,y en H, se sigue U* =U"//

65
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CAPITULO 3

§1. OPERADORES LINEALES NO ACOTADOQS

Teorema 3.1.—Sean H, y H. espacios de Hilbert sobre C. EIl con-
junto

Hlez = {{fz,fz} I f) € Hl, fz € Hz},

con las operaciones usuales de suma y producto por escalares y con
producto escalar

{f, &}, {g,2}) = (f, 2) + (., =)

tiene estructura de espacio de Hilbert. Se llama suma directa de los es-
pacios H; y H: y se denota H: + H..

Demostracion. Inmediata.//
Definicién 3.2—Se llama grafico de un operador A en un espacio de
Hilbert H al subconjunio de H:; + H. dado por
G(A) = {{f, Af}| £ € D(A)}).
Teorema 3.3—Un operador A en un espacio de Hilbert H es lineal

si y s6lo si G{A) es una variedad lineal en H, + H.. Un subconjun-
to G de H,xH. es el grafico de un operador si y solo si {f,u}€G,
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{g,u}€G implica f =g En particular, G es el grifico de un ope-
rador lineal si v s6lo si G es una variedad lineal y {0,x}€G im-
plica x=0.

Demostracién. Inmediata.//
Teorema 3.4.—Un operador A en H es cerrado si v sélo si G(A) es
cerrado.

Demostracion. Inmediata.//

Definicion 3.5—S8i la clausura G(A) del grafico de un operador A es
el grifico de un operador, éste se llama clausura del operador A y se

representa por A,
Sea U el operador en” H + H definido por
CU {fJ g} = {_g! f}'

Se tiene ¢l teorema siguiente,

Teorema 3.6—Sea A un operador en H. El conjunto
(VG(A)+

es el grifico de un operador lineal si y solo si D(A) es denso en H;
dicho operador, si existe, se llama adjunto del A, es cerrado y coin-
cide con el operador A* definido como sigue: f€ D(A*) siy solo si
existe f* tal que

(f*, g) = (£, Ag}
para todo g€ D(A) y en este caso f* = A*f.
Demostracion. Si (‘UG(A))*" es el grafico de un operador, éste es lineal

va que para todo M < H, M™*  es una variedad lineal cerrada en H.
Por tanto,
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{0, x} € (UGAY <= ({0,x}, {-AL T} =0, V€ DIA)
== (x,f) = 0 <= x € ‘D(A)".
Por tanto, “TXA) es denso si v sdlo si x =0, es decir, si y sélo si
VUG(A)*" es el grafico de un operador lineal. Si ‘D(A) es denso, al ser
su grafico cerrado, el adjunto de A es cerrado.
Por tltimo, si B es el adjunto de A se tiene,
f€ D(B) < 3If*, * = Bf, tal que {f f*} € VGA) =
<> (f, Ag) = (F*, g), g € ‘D(A).
Por ser “D(A) denso, (Bf, g) = (f, Ag) = (A*f, g), para todo g€ D(A),
implica B = A*.//

Definicion 3.7.—Se dice que un operador B es una extensiéon de un
operador A si G{(A) < G(B).

Teorema 38—Si A y B son operadores lineales con dominio denso
en H, se tiene,

i) Para todo ALEC, (M) = IA%;
ii) Ac B implica B* < A%,
iii) 8i A tiene clausura K, se verifica (K)* = A*;
iv) Si ‘DAY N ‘D(B) es denso en H, entonces
A* + B* c (A + B)*;
v} Si ‘D(AB) es denso en H, se tiene
B*A* < (AB)*;

vi) Si A tiene clausura A entonces A** = (A*)* existe y se tiene
A*Y = A;
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vii) 81 A7 existe y ‘D(A™) es denso en H, .entonces
(A*)Li — (Agl)*‘

Demostracion, (i), (i), {iv) and (v) son inmediatos.
(iii). Como G(K) = G(A) por- definicién, se tiene gue

UG(A) = UG(A) = VG(A).
Por tanto,

(VG(A))- = (VG(A)" = (A)* = A"

(vi} Supongamos que A es cerrado. Entonces G(A) = G(A) vy por
tanto UG(A) = UVG(A). :
Como “UG(A) es entonces un subespacic de H + H, se tiene

H + H = UG(A) + (VG(A))™" = VG(A) + G(A™).

Aplicando el operador U a esta suma directa y teniendo en cuenta
que —-G(A) = G(A), se tiene:

(3.1} H + H = G(A) + ‘UG(A*).

Por tanto G(A) = (UG(A*))" v, al ser G(A) subespacio de H 4 H,
existe el operador lineal A** y se tiene A = A¥*. '

Si A no es cerrado pero tiene clausura A se tiene, por lo ya de-

mostrado, (_A)** — A De (iii) se sigue que
(A = ((A))* = (A*)* = A*,

es decir, A = A**

(vii) Si A es uno a uno, existe A" Sea g€ D{((A")*). Para todo
f € D(A),
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(f.g) = (A"Af, g) = (Af,(A7)"g),
liego (A7')Y'g € D(A*) vy
(3.2 - g = AM(A7)"g).
Sea h€ D(A*). Para todo f€D(A?), se tiene
(£, h) = (AAf, h) = (A, A*h).
Por tanto, A*h € D(A1)*) vy
(3.3) h = (A7} (A*h).

(32) y (3.3) implican (A*)" = (A™)*.//

Definicion 3.9.—S8e dice que un operador lineal A es simétrico si su
dominic ‘D(A) es denso en H vy para tode par f,g en D(A) se
tiene

(Af, g) = {f, Ag).
Se dice que un operador simétrico es positivo si para todo f € D(A),
(Af, )=,

y autoadjunto si A = A*.

Teorer;na 3.10.—Un operador simétrico A tal que ‘R(A)= H, donde
‘R(A) = AH es el rango de A, es autcadjunto.

Demostracién. Si A es simétrico, A < A*. Basta pues probar que
A* c A, es decir, que D(A*) = T(A).

Sea fE€D(A*) y g = A*f. Por hipdtesis existe h € D(A) tal que
Ah = g. Por tanto, para todo u€ “D{(A), se tiene

(Au, f) = (u, A*F) = (u, g) = (u, Ah) = (Au, h),
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la ultima igualdad por ser A simétrico. Como Au recorre H 'se tie-
neque f="h, es decir, f€D(A), vy A es autcadjunto.//

Teorema 3.11.—Si A es un operador lineal cerrado con dominio denso
en H, el producto A*A es autoadjunto.

Demostracion. Sean f,g € D(A*A). Entonces, f, g€ D(A);
Af, Ag € D(A*) y

(A*(Af), g) = (Af, Ag) = (£, A%(Ag)).

Si se demuestra que D(A*A) es denso en H, el operador A*A
es por tanto simétrico. En efecto, sea h€H arbitrario. Por ser A
cerrado y (3.1) existen £, g, tales que

{h, 0} = {f,, Af} + {-A%g., g}
Por tanto,
h=f—A%g y 0= AL + g,

lo que implica AF. € D{A*), y h = (I + A*A}:; es decir, R(I +
+ A*A) = H.
Sea h, L ‘D{(A*A). Entonces,

0 = (hy, g) = (I + A*A),, g) = (£, (I + A*A)g),

para todo g€ D(A*A). Como g es arbitrario se sigue que fb=0 y
por tanto h, = 0. Asi, D(A*A) y D(I + A*A) son densos en H.
Por el teorema 3.10, se tiene que I + A*A es autoadjunto.

De aqui se concluye facilmente que A*A es autoadjunto.//

Tearema 3.12. (Teorema del Grdfico Cerrado de Banach)—Si X e Y
son espacios de Banach -y A es una aplicacién lineal cerrada de
D{AY=X en Y, entonces existen constantes K y r> 0 tales que
[[x||=r implica | Ax[/=K.

Demostracién. Sea

Ue = {x| ||Ax||<a , a>0}L
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- Entonces X = nL;J1 U. y, por el teorema 1.13, existe un abierto
B(xo, to) = {x| || x—%o|| < to}

contenido en Uy, k entero positivo fijo.
Se demuestra facilmente que no hay pérdida de generalidad en su-
poner que x,€ Uyx. En este caso, si se define

S ={x| [|xll <t}

para todo t >0, se tiene

S¢ c{z—=x[z€ Ui}
{z—x,]z€ U} < Ua.
En efecto, x€8: implica Xx€Uxr—xX,, y z€U. implica
A —x) ]| = llAzll + A%l < 2k,
Por tanto, S: < ﬁzk.
Como x€U, sivysdlosi x/m€U, para r=t/(2k) se tiene
S={x| lixl|<r}c U,
por lo que, para todo a >0, S, < U

Vamos a demostrar que S, c U

ooy cOR 0«8l

Sea x€8,. Como Sar es un entorno de 0, x + S&r es entorno

de x. Por tanto existe

X €(x + Sﬁr) & Ny,
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es decir, - R
X;—Xesar P x;ES,ﬂU;.

Como Saz esun entornode 0, x—x, + sz es entorno de X — xu.
r T

También lo es de este punto el abierto S&r por lo que existe

X2 € [(x—x1) + Sazr] N Sar N UB

es decir,
xa+x1—xesﬁ,r . xZESar n Ua.

Asi, para todo entero positivo n existe x.,.: tal que

B4+l

/ xk—XESnH , xn+:ESn nUnv
et E 3 or 3 L]
y por tanto
n+1
I E xe—x[| <8, || Axe || < B
E=1
Entonces,
7 < < gt
A /= / A=/ |[Ax]=
k=m k=m k=m . 1— 5

que tiende a 0 para m tendiendo a «. La sucesién

o

S
A/ x)
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es pues de Cauchy en Y por lo que, al ser Y completo, existe

También

fo que implica, por ser A cerrado, Ax =z y ademas

izl = Z | Ax ! =(1—38)"//

Teorema 3.13—Un operador simétrico definido en H es acotado y
autoadjunto. - : :

Demostraciéon. A es simétrico si y séla si A c A*. 'Por tanto, si A ¢s
simétrico y ‘D(A) = H, se tiene que A es autoadjunto y, en conse-
cuencia, cerrado. Del teorema 3.12 se sigue entonces que A es aco-
tado.//

En el Capitulo 4 se estudiara con detalle un operador simétrico, no
autoadjunto, y se determinarian sus extensiones autoadjuntas.

§2. TEORIA ESPECTRAL

La teoria espectral estudia la distribucién de los valores A €C para
los cuales A — I, siendo A un operador lineal en un espacio de Hil-
bert H, tiene inverso y las propiedades de dicho inverso cuando éste
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existe. Para simplificar la notacién se denotard por ‘RI(A) el rango del

operador A — AL

Definicion 3.14—Sea A un operador lineal, no necesariamente acota-
do, en un espacio de Hilbert H. Se dice que A €C estd en ¢l con-
junto resolvente p(A) de A si A—XAl tiene inverso continuo en

‘RA(A) y ademsis ‘Rx(A) = H, es decir, si para todo x € “RA(A), denso
en H, existe un tnico y € (A} tal que

(A——M)y:x

yll =M |[x],
MA constante.

El complementario de p(A), denotado por o(A), se llama espectro
del operador A. Se distinguen en él tres subconjuntos disjuntos, cuya
unién es pfA),

i} espectro puntual de A:

e{A)={LEC|A—%I no es uno a unoc}.

Todo » €cy(A) se llama valor propio de A y si x40 pertenece
al subespacio

N (A)={x€H| (A~} = 0},

se dice que x es un vector propio de A asociado al valor propio A.
La dimensién de Nl(A) se llama multiplicidad del valor propio A.

i) espectro continuo de A:
oc(A) = {AE€EC{A— Al es uno a uno, ‘RA (A) = H, (A — AI)! discontinuo}.
iii} espectro residual de A:

of{A)={L€C|IA—AI es uno a uno, ‘RA(A)séH}.
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Teorema 3.15—Sea A un operador lineal cerrado en un espacio de
Hilbert H. Si M €p(A) el operador (A—AI}Y' es lineal y continuo
con dominio ‘R?(A) = H.

Demostracién. Por definicién, el operador (A—AI)' existe y es con-
tinuo en ‘RK(A). Ademas ‘RK(A)z H. Queda por demostrar que
"’RA(A) =H. Si x€H, existe una sucesion (x.)c ‘RK(A) con limi-
te x. Como es de Cauchy y (A—AIY' es continuo, la sucesién
({A —AI)Y'x.) es también de Cauchy. Si se pone

y = lif,n (A — 2D "%,
al ser (A—\I)*' cerrado, por serlo A, se tiene que xE‘RA(A) e

y = (A —AIY'x. Por tanto "'RR(A) = H, y, por el teorema 3.12, (A — 2V

es continuo en H.//

Corolario 3.16—Sea A un operador autoadjunto, o lineal y acotado,
en H. Entonces,
i) LEp(A) siy solosi (A—2AI)' € B(H);
ii)
c{A)={MEC | A—X\I es uno a umno, ‘RA(A)zH, {A—LI)"! discontinuo
en ‘RR(A)}.

Demostracién. En ambos casos A es cerrado. i) se sigue del teore-
ma 3.14, e ii} de la definicion de oA} y la parte 1).//

Teorema 3.17—Sea A un operador lineal en H. Entonces AEq{A)Uad{A)
siy s6losi »E€a(A*). Si A es autoadjunto, o:(A) = 0.

Demostracién. La primera parte del teorema se deduce inmediatamente
de la igualdad,

R (AY- = N(A™).

La segunda es consecuencia de la primera y de ser od{A} y o(A)
disjuntos.//
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Corolario 3.18.—\ es un valor propic del operador autcadjunte A si
y sélo si R (A)+ H.

Demostracion. 8i A€o, {A) es claro que ‘RA(A)c,vé H. Reciprocamen-
te, si "RI(A)% H, entonces )\ € odA) vy, por el teorema 3.17, L ¢ g,(A),

pues los valores propios de un operador autoadjunto son reales.//

Teorema 3.19—Si A es autoadjunto, » € g(A) siy sélo si ‘RK(A) = H.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de los teoremas 3.15 y 3.12.//
Teorema 3.20—Si A es un operador autoadjunto, c;'(A) estd conteni-
do en el intervalo real [a, Q], donde
a = inf {(Ax,x)| {|x|]=1}; 8 =sup{(Ax,x) | || x| =1}.
Demostracion. Si ||x||=1 y A €[« B], se tiene
[ (A—2Dx[| = [ (A—ADx, )| = | (Ax, ) — A [ =35,

donde & es la distancia de M al intervalo [«,B]. Por tanto ‘R‘A)

es cerrado y A—Al uno a uno. Ademas,

R (A)* = N((A—AD)*) = N(A — D) = {0},

ya que € [a, B8] Asi, ‘RA(A) =H vy, por el teorema 3.19, ) €p(A).//

Teorema 3.2]. —FEl espectro de un operador autoadjunte A es cerrado.

Demostraciéon. Basta demostrar que g{A) es abierto. Sea h, € s(A).
Existe k >0 tal que

(A —heD)x | =k || x Y, x € D(A).

Sea 0<&=k/2. Entonces, para todo |A-—ho| < 8§, se tiene
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k
JA—ADxll = A —naDxll — 511l = — [[x]}, x€ DA

Asi, cRR(A) =H y (A—A)"' es continuo, es decir, A €p(A).//

Definicion 3.22.—Se llama resolvente al operador

R(»; A) = (A—AI)?, A € p(A).

Teorema 3.23—S8i A y 1 pertenecen a p(A) y A es cerrado se tiene,
R(A; A) —R(p; A) = (A — ) R(k; A) R(u; A).
Demostracion. Se tiene,
R(M A) = R(:; AY(A—pI)R(p; A) =
= RO\ AY [0 — ) + (A—2ADIR(w; A) =

= (Ah— ) R(A; A)R(u; A) + R(u; A).//

§3. EXTENSION DE OPERADORES SIMETRICOS

Definicidn 3.24—Sea A un operador simétrico y A un nimero com-
plejo con Imis=0. El operador

V = (A — M) (A —2AIF!

se llama transformada de Cayley del operador A.

El operador V esta bien definido pues (A—M)* existe. En efec-
to, si A = o <4 if8, BR==0, se tiene,

I[(A—ADx|P=g x|},
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es decir, A—2AI es uno a uno.

Teorema 3.25.—i) La transformada de Cayley de un operador simétri-
co A es un operador isométrico V con dominioc R(A) y rango

‘R (A); ii) El conjunto

{(Vz—z|2z€DV)}

es denso en - H; iii) Si un operador isométrico V satisface ii) existe
un operador simétrico tal que V es su transformada de Cayley.

Demostracion. i) Es claro que D(V)= ‘R;(A), R(V)= ':R,L (A). Si z€DV),
existe x € D(A) tal que

z = (A— ADx
(3.4)
VZ - (A-—-—XI)X
Entonces,
IVz|f = |[(A —ADx |} = (Ax, Ax) — MAx,x) — Mx, Ax) + |2 [ (x, %),
¥
Hz] = |[(A — ADx | = (Ax, Ax) — Mx, Ax) — MAx, x) + | % (x, x).
Como A es simétrico, || Vzl|i=|iz]l, Yz € T(V).

ii) De (3.4) se sigue que Vz—z = (i—k)x. Por tanto,
{(Vz—2z[z€D(V)} = D(A)
que es denso en H,

iii) Sea V un operador isométrico satisfaciendo ii). Entonces 1 no es
un valor propio de V y por tanto existe el operador (I —V)! Si se
define

A=QI—AV)(I—V),
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este operador es simétrico. En efecto, st 2, z: € D(A), entonces
x=({I—VY'z, y = (I—V)Y'z
pertenecen' a “‘D{V) y se tiene
(Azi, 22) = (T —AV)xy, (I — V)xs) =

=0+ 1) (%, %) — MV, %) — Mx, Vi) =
= (I — V)x, (M — AV)x) = (2, Az,).

Aderqés,
(35) DAY = ROI— V),

que por ii} es denso en H.

Es facil comprobar ahora que la transformada de Cayley del ope-
rador A es precisamente V.//.

Teorema 3.26—Sean A, y A; operadores simétricos y V., V, sus res-
pectivas transformadas de Cayley. Entonces el operador A. es una ex-
tension de A, si y sélo si el operador V. es una extensidn de V..

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior.//

Teorema 3.27.—Un operador simétrico A es cerrado si y solo si su
transformada de Cayley V es un operador cerrado. Este es el caso si
y solo si TAV) = R;(A) y R(V)= ﬂl(A) son cerrados.

Demostracién. Supongamos A cerrado. Hay que probar que uw,—u,
Vu,— v implica u€DV) y Vu=v.
Pongamos x, = u,— Vu.. Entonces =x.€°D(A), y

1i§nxm =X=u—V.

También, por (3.4),
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(M —Wun = (A — XDxa
(v — MV = (A — WI)xn,

y como los operadores del segundo miembro son cerrados,

(A—Mu=(A—\D) (u—v)
.= = (A —AD) (u—v)

es decir, u€ (V) y

Vu *—(A-—-M)(A-HM) u-—(k—-—k) (A—AD){u—v)=v.

El reciproco y la segunda parte de la demostracidn se prueban de modo
andlogo.//

Sean M; y M: variedades lineales en un espacio de Hilbert H

y P, P. los operadores de proyeccién sobre M, y M, respectiva-
mente.

Definicion 3.28.—Se llama’ apertura de las variedades lineales M, v M,
en H, a la norma de la diferencia de P, y P, y se representa por
a(M[, Mz)

Teorema 3.29—S5i M: y M: son variedades lineales en H, se tiene
a(M;, M.)=1. Si M. contiene un vector no nulo ortogonal a M, en-
tonces a(M,, M) = 1.

Demostracién. Para todo x E H los vectores PofI—Pi)x e (I —P:)Px
son ortogonales. Por tanto,

(3.6)  [|Pr—PIx([* = [|PAI—P)x|} + ||(1—Po)Pix |} =

= [A—=Pax | + [[Px [l = fIx]P,

es decir,
|| Pa— Py || =1.
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La segunda parte es inmediata.//

Teorema 3.30.—Si la apertura de dos variedades lineales M; y M: es
menor que 1, ambas tienen la misma dimensién.

Demostracion. Supongamos que dim M, >dimM,. 8i G = P:M;, se
tiene dim G==dim M,. Por tanto, '

dim G < dim Ms,

luego M: contiene un vector no nulo x, ortogonal a G. Como el
subespacio de M; ortogonal a G es ortogonal a M, se tiene que x

es ortogonal a M, y, por tanto, a M, Por el teorema 3.29 esto im-
plica a(M:, M:) =1, contradiccién.//

Teorema 3.31.

a(M;, M) = max{ sup_ |[(I—P)x]|| , sup_ [}(I—P)x]|}
X € M; x €M,
|Ix||=1 |Ix||=1

Demostracién. Pongamos

= sup_ {||]O—Px| | |Ix||=1}, i=1,2.
XEMg_i

Por definicion de apertura y (3.6) se tiene que

a(M;, Mo) = sup || (Po—Pi)x || =
x€H
x]{=1

= sup ([|PLT—P)x I} + || I~P:)Px {[*}r=
x€H
[lx][=1

= sup_ (||PL{I—Pix |+ || @ —P:)Pix || =
€M

X 1
lIx]|=1
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= s (Ia—Poxll | [Ixll=1)=c.
y, andlogamente, a(M;, M:)=¢,. Por tanto,
(3.7 a(M;, M;) == max {c1, & }

Por definicién de ¢ se tiene
(3.8) HA—P)Px || = | Px ],
(3.9) H(I—P)Px||=c | Px]||, ¥x € H.

Al ser P, , i = 1,2, un operador de proyeccién, se tiene que

H P:(I— Py ”2 = (P(I —Pi)y, P:(1 — Pi)y) =

= ((I—P)P(I—Pi)y, (I—P)y) = [[(I—P)PLI—P)y|| [ (I—PIy|| =

= || P{I—Py]| |[(I—Py]],

la ultima desigualdad por (3.9) con x = (I — P,)y.
Por tanto,

|| PAT —Pu)y || = [[{T—Py)y |].
Esta desigualdad y (3.8) da
| P:—Py [[' = [|[PAI—Py|f + [|[Q—P)Py | =

= JA=P)y | + & [Py} =
= max {c, | T—Py |I! + |Py |l = |y max{c,c}},

es decir,
a(M;, M:) = max {c,, . }.

Esta desigualdad y (3.7) prueban el teorema.//
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Definicion 3.32—Un numero complejo * se dice que es un punto de
tipo regular de un operador T si existe una constante positiva k
tal que

x € THT).

El conjunto de todos los puntos de tipo regular de un operador T
se llama campo de regularidad de T.

Es claro que A es un punto de tipo regular de T si y sélo si
(T—AI)" existe y es acotado en ‘RA(T).
Teorema 3.33.—El campo de regularidad de un operador lineal es abier-

to en C.

Demostracién. Sea X, un punto de tipo regular del operador lineal T.
Existe entonces ko >0 tal que

(T —XDx [ =ko f| x|, x € D(T).
Sea LEC tal que |L—kh | < k. Entonces,

(T —ADx]| = (T —XDx|| — [*A—2| [Ix]| =

I

x 11 ¥x €DITY//

Teorema 3.34.—Los semiplanos {AEC|ImAi >0} y {A€C|ImA <0}
son subconjuntos conexos del campo de regularidad de todo operador
lineal simétrico.

Demostracién. Si A = a + bi, b=+0, se tiene,

l(A—ADx [P = (A—MDx,(A—ADx) = [[(A—a)x [[F + |bJ* [|Ix|[ =

=1b[ [[xif, Vx € D(A).//
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Teorema 3.35—Si vy es un subconjunto conexo del campo de regula-
ridad de un operador lineal T, todos los subespacios

N(T) = R (T)*
ticnen la misma dimensién.

Demostracién. Sea P el operador de proyeccion sobre WI(T). Por

el teorema 3.30 basta con probar que

1P —P {l<1,
» B

para todo par A,p en ¥.
Sea MEY y ke>0 tal que

(T — Rl [{ = ko [ x |1, ¥x € D(T).
Existe entonces &£ ™ 0 tal que |%h-—X | < e implica

1P —P <1

En efecto, tomando ¢ = k./3, se tiene,

ke JIx]| = [T —2oI)x|| = [HT —2Dx|] + 2= [|x]] =
k,
= [T — x| + 5 x|, para |A—2o|<ce,

¥ por tanto,

— ke llx]l = [T—aDx], [h—h<e

8i M es una variedad lineal en H y x€H, se comprueba facil-
mente que

[{x,y)]

WPx|[= sup —
OyeM ||y ||
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En particular, si z€ S\IK, [lz]| =1, se tiene

Hz (T —ADx + (ko — Ro)x) |

I—2 el = sup -
° 0=x€D(T) || (T — hol)x ||
A= [(z,x)] 1
= Sup =
0=x€D(T) || (T — hoI)x || 2

v andlogamente

1
1= P )z || = ——
' 2
para z€N |lz{|=1.

Del teorema 3.31 se tiene que a(ﬂ\{l, N )<1, para todo |rA—he|<E,

y el resultado para » y p arbitrarios en ¥ se sigue del teorema de
Heine-Borel y de ser vy conexo.//

Definicion 3.36.—Se llaman indices de deficiencia de un operador simé-
trico A los niimeros m y n definidos por

m = dim N;(A) ; n=dim N_{A) , i=+vV—1.
Teorema 3.37.—Si un operador simétrico A tiene un punto real de tipo
regular, sus indices de deficiencia son iguales.
Demostraciéon. Es consecuencia inmediata del tecrema 3.35 y del he-

cho de que los semiplanos Im X >0, Imi <0 son subconjuntos co-
nexos del campo de regularidad de un operador simétrico.//

Definicion 3.38.—Se dice que las variedades lineales M, ..., Mx» en un
espacio de Hilbert H son linealmente independientes si

Nt ... +x%=0, KEM , 1=j=n,

implica x = ... =x = 0.
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La variedad lineal generada por los elementos de M, ..., Mp se
denota por Mi+ ... + My vy se llama suma directa de M, ..., M.
Todo elemento x en la suma directa puede escribirse de modo vinico
en la forma

X=X+ ... + X%, con GxEM; , 1=j=n.

Teorema 3.39.—8i A es un operador simétrico cerrado, las variedades
lineales “D(A), W;(A) ¥ Wl(A), Im L340, son linealmente indepen-

dientes y se tiene

D(A*) = D(A) + N (A) + N (A).

Demostracién. Supongamos que

X+y+2=0 x€DA), y€NAA), z € N(A).

De la igualdad

N (A) = R (A)" = N (A%),

y la andloga para X, se tiene que

0=(A*—=AD)(x+v+z)= (A—)\,I‘)x + (A" -z =

=(A— M) 4+ (A —2\)z
¥ por tanto

z€ER (A)N 9‘{1 = {0},

por ser ortogonales ambos subespacios. También x=0 porque ) ¢ op(A),
luego v =0.
Finalmente, es claro que
D(A) + N-(A) + N (A) c D(A*)

pues cada uno de los sumandos estd contenido en “D(A*).



88 : Meanuel Lopez Rodriguez

Por otra parte, como A es cerrado, ‘R;(A) es cerrado y se tiene

8i z € D(A*), existen por tanto x € R;(A) e yE& W; tales que

(A*eiI)z =x+4+y.

Sea uE‘D(A) tal que
X = (A--_il)u
y pongamos v = (l—i)"y. Se tiene

(A* — 3Dz = (A—  Du 4+ (v — MV = (A* — R (u + v),
luego
(A* —AD)(z—u—v) =0,

Asi z—u—v= wG_.ﬂ\[l y por tanto,

z=u+v+w€DA) + NAA) + N (A).//

Corolario 3.40.—Un operador simétrico A es autoadjunto si y sélo si
sus indices de deficiencia son {0,0).

Demostracién. Por el teorema anterior, m = n =0 si y sélo si ‘D(A) =
= D(A*).//

Teorema 3.41--Toda extensién cerrada, simétrica A’ de un operador
cerrado, siméirico A define un operador isométrico U cuyo domi-
nioc P y rango Q son subespacios de N _{A) y N (A), respectiva-
mente.
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Reciprocamente, si U es un operador isométrico con dominio
P c N_i(A) y range Q c NW(A), las expresiones

DA)={x+z—Uz|x€DA),zEP}

Alx +z—Uz) = Ax + 1z + iUz
definen una extensién cerrada simétrica A’ de A. Ademas,

N_AA) =P + N_(A), ANi(A) =Q + N(A").
Demostracién. Sean A y A’ operadores cerrados simétricos y V,V’
sus respectivas transformadas de Cayley con L =i. Entonces A c A’
implica V o V', es decir, DV < DV) vy R(V)c R{(V). Sise de
finen P y Q como

D(V')=DV)+ P
RV)=RV) +Q,

entonces P < AN_(A) y Q< Ai(A). Es claro que el operador U de-
finido por

Ux = V'x, para todo xX€P,
es isométrico y su rango es Q.

Reciprocamente, sea U un operador isométrico con dominio
Pc NL{A) yrango Q< NA), P y Q subespacios de H. El ope-
rador V' con dominio

(V) = DV)Y+ P
definide por
Vi(y +2z)=Vy + Uz, yED(V), zEP,

es claramente cerrado, isométrico y extension de V. El operador A’
cuya transformada de Cayley es V' es por tanto cerrado, simétrico
vy Ac A’
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"

Por el teorema 3.25,
DAY= {v—VVv|vEDV)} =
={y+z—V(y+2)|y€EDV),z€EP} =
={x+z—Uz|x€ED(A),zEP},

donde x = y—Vy.

Como A’ es la restriccién de A* a “D(A’), por el teorema 3.39 se
tiene que '

Az =iz, y. A'Uz=-iUz, z€P,
y por tanto,
Alx 4+ z— Uz) = Ax + iz + iUz,

La altima parte del teorema es inmediata.//
Teorema 3.42—Un operador cerrado, siméirico A tiene una extension
autoadjunta si y sélo si sus indices de deficiencia (m,n) son iguales.
Demostracion. Si m = n, dim N_(A)} = dim N,(A). Se puede por tanto
definir un operador isométrico U tal que D(U) = N_(A) y R(U)=
= Ni(A). Si A’ es la extensién de A dada por el teorema 3.41, se
tiene que

N.AA") = N(A") = {0}.

Asi A’ tiene indices de deficiencia (0,0} y, por el corolaric 3.40,
es autoadjunto. El reciproco es inmediato.//
Corolario 3.43—Un operador cerrado simétrico con un punto real de

tipo regular, tiene extensiones autoadjuntas.

Demostracién. Inmediata.//
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CapfTuLo 4
EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE OPERADORES
DIFERENCIALES MATRICIALES

Denotaremos por M, el conjunto de todas las matrices n x n con
elementos complejos.

Definicion 4.1.—A cada matriz A =(ay) en M, se le asigna otra
A* = (a:;), llamada adjunta de A, como sigue:

a*=a , 1=1i,j=<n,
donde a; denota el complejo conjugado de aj.

Teorema 4.2.—El funcional =: M,— C, definido por .

SN
mA)= / _an

=1

para cada matriz A =(ay), 1=1i,j=n, tiene las propiedades si-
guientes: ) : :
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(i) = es lineal, es decir,
WAA -+ pB) = An(A) + un(B),
(i) =(A*B) = =(B*A),
(iif) wA*A)=0, =(A*A)=0 < A =0,
para todo par A, €C, A, B € M,.

Demostracion. Inmediata.//

Definicion 4.3—Sea (a,b) un intervalo abierto o cerrado. Una fun-
cion F(t) de (a,b) en M. se dice que es continua, derivable, me-
dible Lebesgue, de cuadrade integrable, etc., si cada una de las funcio-
nes (F(t));, t&€{(a,b), 1=1ij=n, es continua, derivable, medible
Lebesgue, de cuadrado integrable, etc., respectivamente, en (a, b).

Se denotara por L¥a,b; M.) el conjunto de todas las funciones
F: (a,b)—>M, de cuadrado integrable.

Teorema 4.4.—FEl conjunto L*a,b; M.} adquiere estructura de espacio
lineal sobre € si se definen la suma y producto por escalares en la
forma usual,

((F + GXthy = (F(1))s + (G(t))s,

(OWFXt)y = ME(t))y, VEC, F,G €L%a, b; M),

1=1i,j=n. Ademas, la funcién

3

(F,G) = Ji o G*(t)F(t))dt

es un producto escalar y el espacio H = L%a, b; M.) es completo con
la norma asociada. I es por tanto un espacio de Hilbert.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema 4.2.//
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Para poder definir operadores: diferenciales matriciales en H, se
necesita el siguiente teorema de existencia y unicidad para sistemas de
ecuaciones diferenciales matriciales ordinarias,

Teorema 4.5.—Sean P,, P, ..., Pu, F funciones matriciales nxn en
(a,b) tales que P, Py, ..., Pu, F son medibles Lebesgue, localmente

integrables en (a,b), y sean C., 0=k =2m —1, matrices constantes
arbitrarias, Entonces la ecuacién diferencial

(4.1) P(Y)—2AY = F,

donde X es un mimero complejo y #(Y) estd definido por

N+
42) )= £ (17 {Pu-d Y1)},

J=0

donde el superindice (s) denota s derivaciones con respecte a t,
e Y es una funcion matricial nxn de t en (a,b), tiene una solu-
cidn unica en este intervalo que satisface las condiciones iniciales

Yi*Kt,) = Ck

para todo 0=k=2m—1, t.€(a,b). Las cuasi-derivadas Y{¥*} se
definen formalmente como sigue:

Yi'l =Y,
_ d-y
Yi:} = , k=1,.., m—1,
dt*
d~y
Y=} =P,
dtm
dm—kY dY{ m+k—1 }
Y{mk} = Py — , k=1, ..., m. -

dtm* dt
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Definicion 4.6.—Sean Yy, 0=k <2m—1, las soluciones de la ecua-
cién diferencial matricial

4.3) AY)—AY =0, LrE€C,
que satisfacen las condiciones iniciales en t,, t, €(a,b), dadas por

(4.4) YUt = I8, 0=j=2m—1,

donde I es la matriz identidad nxn y &x la delta de Kronecker,
es decir, 8a=1,8;=0 si is<].

El conjunto Y,, ..., Yum_: de estas soluciones de {4.3) se llama el
sistema fundamental en t, de la ecuacién diferencial (4.3).

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de la linearidad de
{4.3) y la definicién anterior.

Teorema 4.7.—La solucidon general Y(t) de (4.3) puede escribirse en
la forma

Y(£) = Ye{t)Co 4+ ... + You_ot)Com_s,
donde Y,...,Yam-1 es el sistema fundamental en t, de (4.3)y Co,...,Comy
son matrices n xn constantes.
Definicion 48.—Sean Ej, 1=1i,j=n, matrices nxn - con elementos
(4.5) (Eyloa = 885, 1=p,g=n.

Si Yu(t), 0=k=2m-—1, es el sistema fundamental en t. de (4.3),
se pone

(4.6) Zif(t) = Y(t)Ey.
Teorema 4.9—El conjunto de todas las solucicnes de (4.3) €s una va-

riedad lineal de dimensién 2mn® sobre C, y el conjunto Zuy, 151,
=n, 0=k=2m—1, es una de sus bases.



Teoria de los operadorés lineales en espacios de Hilbert 95

Demostracion. 8i Cc = {cx,y), 1 =1i,j=mn, paratodo k=0, ..., 2m—1,
entonces del teorema 4.7 y la definicién 4.8 se sigue que si Y(t) es una
solucidn de (4.3),

Zm.-1 2m-1 n

N S
Y(t) = A_‘ Yu(t)Cx = _>___ >____ Yu(t)Eycy, iy =

k=0 k=0 1 3=1

= : Zklek,u.

1=={,j=n
0=k=2m—1

vy la representacién es claramente unica.//

En lo sucesivo [a,b] representara un intervalo finito y los coefi-
cientes P,, ..., Pun, ademas de satisfacer las condiciones dadas en el
teorema 4.4, se¢ les supondra también hermitianos, con P, positivo,

en [a,b].

Definicion 4.10—Denotaremos por T el operador lineal en H =
= L%a,b; M.} definido por

(4.7) TY = ¢(Y) = Y™,

cuyo dominio “DHT) es el conjunto de todas las funciones Y en H
para las cuales ¢(Y) estid definido y pertenece a H, es decir, D(T)
es el conjunto de todos los Y en H tales que Y(*, k=0, .., 2m—1,
es absolutamente continuo v Y{**} pertenece a H. Denotaremos por
L la restriccion de T al conjunto

(4.8) {YED(T)| Y{*Ha) = Y{*b) =0, 0=k =2m—1}.

Teorema 4.11. (Identidad de Lagrange)—Sean Y y Z dos funciones
matriciales nxn en ‘D{T). Entonces se tiene
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. d
(4.9) LD — @Y = V.2,
donde
N
(4.10) [Y,Z] = /  {Z{o3 P Y( ) — 20 y(eek) )

k=1

Demostraciéon. De la definicién de cuasi-derivadas, se tiene,

dY{?=k}

- = Pp g Y5 e Y{?41} k=1, ..., m,

dy{s'}

— = Y{&}, k=1,.., m—1,
dt

ayi=-}

—_— = P'Y{mL
dt -0

Por tanto,
d

—[Y,Z2] = Tm {(Z1 Y Py gy — Z{E W)Y {31} —
dt /
=1

— Z{k_l}*(Pm_k+1Y{k_l} — Y{zm_kH } )} +

mw-1

!
+ / {Z{zm—k}*Y{k}__z{l,}*Y{zm_k}} +

. g=1
+ ZOPPIY{R) — Z{m PR} =

= Z{MY () ZPn Y% = Z* A(Y) — F(Z)*Y,
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va que ¢€(Y) = Y{*=}L
El siguiente corolario se puede considerar como la forma integral

de la identidad de Lagrange.

Corolario 4.12.—Sean Y y Z funciones en °‘I{T). Entonces,

(4.11) (TY,Z)—(Y,TZ) = Tt[Y,Z]:

donde se define

[Y,Z]" = [Y, Z}(b) — [Y, Z](a).

Demostracidn. Se deduce inmediatamente de las definiciones de = y
del producto escalar en H, y de (4.9).//

Los dos teoremas siguientes son necesarios para establecer una im-
portante relaciéon entre los operadores L y T.

Teorema 4.J3—Sea F€ H. La ecuacién
(4.12) f(Y)— LAY =F, MEC,

tiene unma solucion Y(t) en (L) si y sélo si F es ortogonal al
subespacio W;. de soluciones de la ecuacién homogénea ¢(Y)—rY=0.

Demostracién. Sea Y(t) la solucién de {4.12) definida por las condi-
ciones iniciales

(4.13) Y{*}a)=0, k=0, ..., 2m—1.

Sea Y, ..., You: el sistema fundamental en b de A(Y)— LY = 0.
Por el teorema 4.9 se tiene que Ziy, 1=1,j=n, 0=k=2m—1, es
una base de 3\(1. Por tanto, F€ 3\[:’ siysélosi (F,Zuy)=0 para

todos los posibles valores de los subindices.
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La identidad de Lagrange (4.11) aplicadaa Y ya Zy; da-

o (B Za)-= (TY, Zy) = (Y, TZay) + wlY, Zuyl? .= =LY, Zenl(b).-

para todo 1=1i,j=n, 0=k=2m—1, teniendo en cuenta que
TZw; =0 y (4.13).

Por (4.10),

m

Y, Zw)(b) = = Z {ZPm= 1 (b)YT)(b) —

— ZI I O)YCib)) =

= S {8x, o B Y{* }(D) — 8y s 1 En Y* 2 }(b)} =

p=t

T : =8, e EnYIP ol b) = —n(E, Y™ %)(b)), 0 =Z=k=m-—1,

a=1

- TC j Sk.z-m_sEj-[Y{!_l}(b) = (EﬁY{Bm—k‘—l }(b)), m = k = 2m —_— 1

\i o
Denotando por (Y{(*™*'}(b)), el elemento en la fila p y columna q
de la matriz Y{®*'Kb), se tiene

= ~(Y{**}b)); para 0=k=m—1,
=Y, Ziy](b) = '
(Y% b))y para m=k=2m-—1,
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ya que (En(am)) = ay, 1 = P.-9 =n.
Por tanto,

(F, Zwy) = ~HYUP"*'Kb))y , 0=k=m—1,
(4.14) (F,Zw) = (Y <(b)yy , m=k=2m—1,

lo que demuestra el teorema.//

¢ )

El teorema 4.13 puede también enunciarse simbdlicamente en la
forma

(4.15) H=R L)+ N

Teorema 4.14—8i A,, ..., Acuor v Be, ..., Bano:, son matrices constan-
tes arbitrarias, existe una funciéon Y € DT} satisfaciendo las condi-
ciones de contorno ’

(4.16) Y{:a) = A, Y{:}b) = B,
para todo k=0, ..., 2Zm —1.

Demostracion. Sea Zy; como en (4.6) y sea F una funcién en W; sa-

tisfaciendo
] “"(Bzmgk—!.)ij B 0 = k = m— 1,
(4.17) (F, Z;) =

J(BZm—k—!)ij , m=k=2m—1.

Esta funcién existe y puede obtenerse como sigue: Pongamos

= Z urpszrps.
rga

Entonces, para cada k, i, j,

(F, Zwy) = : s Zeps, Zuig)

nLp,s
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y el sistema lineal

j ar]ss(zrpg, Zkij) =

F.Ih 8

—(B'Em—k—l.)lj N 0 = k = m — 1,

i (Bzm—k—l)lj » m é k é 2m - 1,

para todo 1=1i,j=n, tiene solucién unica, puesto que el determi-
nante de los coeficientes es el determinante de Gram de la base {Zuy}

Sea V la solucion de (4.12) que satisface las condiciones iniciales
(4.18) Vis}{a) =0, k=0, ..., 2Zm—1.

Entonces, de (4.12), (4.14), (4.17} y (4.18) se tiene que
(4.19) Vit (b)=By, k=90, ..., 2Zm—1.

Del mismo modo, hay una solucién U de (4.12) tal que
{4.20) U{*{a) = Ay, U*Kb)=0, k=0, ..., 2Zm — 1.

Entonces, (4.18), (4.19) y (4.20) implican que la funcién Y=U+V
pertenece a “D(T) y satisface (4.16).//
Teorema 4.15—~{1) El dominio (L) es denso en H; (ii) L* = T; (iii)
L =L1%* es decir, L es cerrado.
Demostracién, (i) Sea GE€D(LY", es decir (G, Y)=0 para todo
YED), yvsea Z una solucién de ¢#(Z) = G. Entonces, por la iden-

tidad de Lagrange, y recordando que L es la restriccién de T a “D(L)
y que =LY, Z]: = 0, se tiene que

(TZ,Y)—(Z,LY) = =[Z, Y]‘; =0

y por tanto

(Z,LY) = (TZ,Y) = (G, Y) = 0.
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Asi Z € ‘RZ(L)* y, por (4.15), Z€ 5\{1. Pero entonces LZ =0 vy,

por consiguiente, G = 0.

(ii) Es claro que T < L*. En efecto, si Y € D(T), por la identidad
de Lagrange se tiene

(TY,Z)— (Y,LZ) = =[Y, Z]:' =0
para todo Z € “D(L.).

Para probar que L* < T, sea YE€D(L*) y G =L*Y. Por defini-
cidn, se tiene ‘

(4.21) (G, Z) =(L*Y,Z) =(Y,LZ)

para todo Z€‘D(L). Sea U una solucién particular de f(Y)V: G, es
decir, TU = G. Entonces,

(4.22) {G,Z)=(TU,Z)={U,LZ) = 0, Z € ‘D(L),
pues w[U, Z]i =0, y de (4.21) y (4.22) se sigue que (Y—U,LZ) =0.

Asi, Y—U¢€ ‘RI(L)* = 3’(1 c ‘D(T} v como también U € D(T) se
tiene que Y € D(T) v por tanto

L*Y =G =TU =‘ITY,
es decir, L* < T,
(iii) Al ser L simétrico, se tiene en general
(4.23) LeL** cL*

Queda pues por demostrar que L** ¢ L o, por (ii), que T* c L.
Sea Y € °D(T*). Entonces, para todo Z € ‘D(T),

{(T*Y,Z) = (Y, TZ).
De (ii) v (4.23) se tiene que
T*=L** cL*=T,



102 Manuel Lopex Rodriguez

Por tanto Y € D(L*), L*Y =TY ¥
(L*Y,Z) =(TY,Z) = (Y, TZ),
para todoc Z € I(T). La identidad de Lagrange implica asi que

=Y, Z]: =0, VZ € “D(T).

Por €l teorema 4.14 se sigue que Y{*¥a) = Y{*¥b} =0, para todo
k=0,.. 2m—1, yen consecuencia Y€D(L} y

L¥*Y = T*Y = TY = LY.//

Teorema 4.16.—Los indices de deficiencia del operador L son (2mn?,
2mn?®). '

Demostracién. El primer indice de deficiencia de L es el nimero de
vectores linealmente independientes de H tales que

(L* —iI)Z =0,
es decir, el niimero de soluciones linealmente independientes de
¢(ZY—iZ = 0.

Del teorema 4.9 se deduce que este niumero es 2mn®. Andlogamente
se prueba que el segundo indice de deficiencia es 2mn®.//

Para obtener las extensiones autoadjuntas del operador diferencial
matricial simétrico L, haremos uso de la siguiente caracterizacién ge-
neral.

Teorema 4.17—Sea L un operador lineal simétrico en un espacio de
Hilbert H. Una extensién L' de L es autoadjunta si y sélo si es
simétrica y toda funcion Z en ‘D(L*) que satisface

(4.24) (LY, Z) = (Y,L*Z),
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para todo Y € “D(L"), pertenece a TXL’).

Demostracién. Si L’ es autoadjunto, entonces es simétrico y la condi-
cion (4.24) es evidentemente satisfecha. Reciprocamente, sea L wuna
extension simétrica de L que satisface (4.24). Entonces,

LcL cl™ cL*

Queda por demostrar que ‘D(L™)c D(L’). Sea Z € D(L*). En-
tonces Z € D(L*} v asi, para todo Y € ‘D(L"), :

(LY, Z) = (Y,L*Z) = (Y, L*Z).
Por tanto, por (4.24) se tiene que Z€°D(L’), y por consiguiente

D(L™) < ‘DL").//

Por medio de la identidad de Lagrange el teorema anterior puede
aplicarse a operadores diferenciales matriciales simétricos en la forma
siguiente: '

Teorema 4.18—Una extension L' de un operador diferencial matricial
simétrico L es autcadjunta si y sélo si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

(i) Para todo Y,Z en TAL),

(4.25) | a[Y,Z] = 0;

(ii) Toda funcién Z en TXL*) que satisface
(4.26) =Y, Z® =0
para todo Y € D(L’), pertenece a D(L"),

Demostracién. L’ es simétrico si y sélo si se cumple (i). También (4.24)
equivale a (4.26).//
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El siguiente teorema caracteriza las extensiones autoadjuntas del
operador diferencial matricial simétrico L.

Teorema 4.19—Una extensiéon L' de un operador diferencial matricial
simétrico L en H es autoadjunta si y sélo si se cumplen las condi-
ciones siguientes:

(i) Existen matrices nxn constantes A, Aiam_t—1, B, Bram_u_i, 1=i=
=2mn®, 0=k =2m—1, satisfaciendo

m-=1

T > (Aj,lmvkﬁlA*ik — Aju}a.'k 1, 2m-k-1 ) —_

k=0

(4.27)

m-1

: * »
=% / (Bj,ﬂm—k—lBik‘—BjkBi,zm—k~l),
k=D

para todo 1=1,j=2mn’

(ii) Las condiciones de contorno
m-—1

<
(4.28) 7/ (AxY{*{a) + BuY{*}i(b)) =0

k=0

para 1=i=2mn’* son linealmente independientes en TD(L*), es de-
cir, la ecuacion

2mn? Zm -1

7 LT > {(AnY{5)Na) + BuY{*HBY) =0

=1 ;=0
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para todo Y € D(L*) implica pi = ... = tomn: = 0.

(iit)

2m—j

(4.29) D(L)={ Y €D(L*) ?_ RZ (AwY{*{a)+BuY{*}(b))=0, 1=<i==2mn*}.

k=0

Demostracién. Supongamos que L’ es autoadjunto. Existen entonces
funciones matriciales Wi, ..., Woma: en ‘D(L’) tales que todo elemen-
to Y en D(L") puede escribirse de manera tnica como

2nm?
Y=Y+ E oy W3,
J=t
donde YED(L) y ai, ..., tzaer SON numeros complejos.
La condicién (4.25) implica que
(430) R[W,, WiJ} = 0,

para todo 1:=1i,j=2mn? v la condicion {4.26) que para todo Y'€D(L"),

(4‘31) TE[Y’J Wj]: = Dl

para todo 1= j= 2mn®.
Pongamos
Ay = Wl{zm'k'l}*(a)
Ai,Zm—k—l = —Wj{“}*(a)

(4.32) :
Bx = -W(b)

Bim 1= ng}*(b)

para 1=i=2mn* y 0=k=m—1.
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Utilizando (4.10) v (4.32), la condicién {4.30) se puede escribir

m-1

N Z (WA (B)WEK) — W (bW )(b)) =

=0

m-1

ie ) (WER () Wik)a) — Wi @)Wk (a)),

k=0

y por tanto,

m=1.

ry Z (Aj‘zm-k-—-lAl: - AjkA:Zm-k—l ) =

k=0

m-1
* *
=T j (BJ.Zlu—k-—lBik - BjkBi.zm—R~1 )'

k=0

para todo 1=1i,j=2mn’

Supongamos que las condiciones de contorno (4.28) no son lineal-
mente independientes con respecto a TXL*). Existen entonces ntime-
ros {4, --., Peent, DO todos cero, tales que

zmn® Zm--I

D

1

(AiY{*}(a) + BaY{*}(b)) = 0,

1=1 k=0

para todo Y € ‘D{L*).

Teniendo en cuenta (4.32) se obtiene
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2ama?

ﬂ[Y’ _.._.j [Jvlwi]b = 0,

=1

para todo Y € ‘D(L*), vy utilizando el mismo argumento que en la de-
mostracién del teorema 4.15, parte (iii), se sigue que

2mn#

Z wW; € D(L).

Se tiene por tanto una contradiccion puesto que, por hipétesis, los
Wy, 1= i=2mn* son lincalmente independientes respecto a D(L). Las
condiciones de contorno (4.28) son por tanto linealmente independientes
en ‘D{L*).

Para probar (iii) observemos que

2m—1

N
DIL) ¢ { YED(L*)|n /  (AuY{*Xa} + BaY{*}(b)) = 0, 1=i=2mn’}=

k=0
={YE€DLY) | =¥, Wi]' =0, 1 =i=2mn’} = §,
pues por ser L’ simétrico se tiene que

0= (LY, W) — (Y, L'Wi) = =[Y, W4]l‘:

para todo i=1, ..., 2mn?
Por otra parte, sea Y € D(L*) tal que =l[Y, Wi]: = 0. Para todo
ZE€D(L) se tiene también w[Y,Z]: = 0. Por tanto, puesto que todo

elemento Y € D{L’) puede escribirse como

2mn?
yr =Z+4 j . ‘V_EJ-IWI,‘

i=1
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se deduce que

2mn?

=Y, Y] ==[Y,Z + 2“ uwWi]> =

1=I

Imn?

—alY,ZP 4 » YL AWl =0,
j=1

para todo Y’ € D(L).
Del teorema 4.18, (ii), se sigue que Y € “D(L’), y por tanto S < ‘D(L").

Reciprocamente, sea L’ una extensién de L que satisface (i), (ii)
y (iii). Por el teorema 4.14 existen funciones Wi, ..., Wemm: en D(L*)
definidas por la ecuacion (4.32). De (ii) se sigue que son linealmente
independientes respecto a “D(L). En efecto, si hubieran ntimeros
Wi, ..., Bzmez, 1O todos cero, tales que

2mn?

Z Wi € ‘D(L),

=1

entonces, para todo Y € D(L*),
2mnd
Y, D o
i=1 :
y por consiguiente

2mn?

Z wrlY, Wil° = 0.

i=1
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Teniendo en cuenta (4.32) esta ecuacién puede escribirse como

2mnd 2m—I

Z_wm > (AcY{¥}(a) + BuY{*(b)) = 0.

=1 =0

Por la independencia lineal en °“D(L*), esta contradiccién prueba
que Wi, ..., Wi son linealmente independientes respecto a “D(L).

De (4.27) y (iii) se sigue que W;, 1=1=2mn* pertenece a ‘D(L’)
y, evidentemente, también se tiene que ‘D(L) c D(L’). Asi,

2mn?

(YEDL*|Y=2Z + S' wW,, Z € (L)} < D(L")

i=1

vy como ambos conjuntos. tienen la misma dimensién, coinciden, es
decir,

Zmn?

DIL)={YEDLY|Y=2Z + Z wW;, Z € D(L)}.

i=1

Pero en este caso las condiciones (i), (ii) del teorema 4.18 se satis-
facen y por consiguiente L’ es autoadjunto.//
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