Métodos estocdsticos para problemas
de Dirichlet |

POR
RAMON ARDANUY ALBAJAR y
M.© DEL MAR SOLDEVILLA MORENO

RESUMEN

Formulamos un principio débil de méximo, para operadores dife-
renciales de tipo eliptico, con condiciones alge mas generales que otras
utilizadas en la practica. Este principio lo utilizamos para probar la
unicidad de la solucién de un problema de Dirichlet.

Tras demostrar algunos resultados sobre matrices definidas no ne-
gativas, asf como sobre la continuidad de Lipschitz de sus raices cua-
dradas, vemos cémo se puede expresar la solucién de ciertos problemas
de contorno, del tipo de Dirichlet, por medio de funcionales de la solu-
cién de una ecuacién diferencial estocastica del tipo de Itd.

Utilizando estos resultados exponemos un método para resolver los
anteriores problemas de contorno por medio de técnicas de simulacién
estadistica. Al final del trabajo se dan dos ejemplos numéricos, que
son ecuaciones de Laplace y Poisson sobre el circulo unidad, en los
que se aplican tales métodos.

1. INTRODUCCION

Son célebres los trabajos de Kac de 1949 y 1951 en los que obtiene
una representacion estocastica de la sclucién de la ecuacion del calor
en una dimension. Inmediatamente Rosenblatt {1951) generalizé sus re-
sultados v los desarrolld en espacios multidimensionales. A partir de
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entonces se han desarrollado diversos trabajos tratando de buscar ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales satisfechas por funcionales
de difusiones, y otros que han estudiado el problema de expresar la so-
lucién de problemas de contorno elipticos o parabélicos por medic de
soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas. Entre los trabajos
m3ds notables podemos citar los efectuados por Dynkin (1965), Bonami
y otros (1971), Stroock y Varadhan (1972), Karoui y Reinhard {1973),
Kuo (1973), Fleming v Rishel (1975) y Kushner (1976) principalmente.
Muchos de los problemas que se plantean, asi como sus formas de re-
solverlos, se encuentran recopilados en los dos volimenes de Friedman
y también en el reciente libro de Kushner de 1977,

En este trabajo vamos a considerar operadores diferenciales parcia-
ies de la forma:

1
Lu®x) = 5 Trlue(x)a(x)] + udx)b{x) + u(x)c(x) (1)

con coeficientes reales definidos en un dominic abierte G, r-dimensio-
nal, de manera que L sea de tipo eliptico, esto es, a(x) es una matriz
simétrica rxr definida positiva para todo xeG.

En el apartado 2 discutiremos el principic débil de maximo para
estos operadores y daremos los teoremas de existencia y unicidad
para los problemas de Dirichlet formulados con estos operadores.

En el apartado 3 se tratarda fundamentalmente de expresar la solu-
cién de un problema de Dirichtlet por medio de un funcional de un
proceso de Ité construido a partir de los datos del problema.

Finalmente, en el apartado 4, se sugiere un método para resolver
problemas de Dirichlet por simulacion estadistica. Este método lo apli-
camos en dos ejemplos, el primero de ellos es una ecuacién de Laplace
en el circulo unidad y el segundo de ellos es una ecuacién de Poisson en
el mismo circulo.

A continuacion vamos a dar un lema que utilizaremos en el siguiente
apartado.

Lema !

Sean A y B dos matrices hermiticas del mismo orden y definidas no
negativas, entonces:

(i) AB tiene todos los valores propios reales y no negativos.
(ii) Tr[AB] = 0.
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En particular, el resultado es cierto para A y B reales, simétricas
y definidas no negativas.

Demostracion

(i) Si A es un valor propio de AB y x un vector propio unitario,
entonces:
0 < (BxYA(Bx) = x*BABx = Ax’Bx {(2)

donde Z' representa el traspuesto y conjugado de la matriz o vector Z.
En (2) vemos que si x'Bx es positivo serda A= ¢ y si x*Bx es nulo en-
tonces vamos a probar que A también es nulo; en efecto, si supone-
mos A s=0 entonces es facil ver que el vector:

1 4+ x"Ax
y=—X+——- Bx (3)
: 2%
verifica que y'Ay = — 1 lo cual contradice la no negatividad de A.

(ii) Si AB es de orden r su polinomioc caracteristicc sera de la
forma:

P{X) = det(AB — AI) = (— 1)A" + (— 1) THAB™" + Qo)) (4)

donde Q,_A\) es un polinomio en L de grado r—2 a lo sumo. Como
los valores propios de AB son las rafces de su polinomio caracteristico,
si éstas son Ay, As, ..., Ar, repetidas o no, obtendremos:

P (D) =(—1F0—A) o O A = (— 1 — (o A AN RN (5)

donde R:..(A) es un polinomio en X de grado r— 2 a lo sumo. Compa-
randc (5) con (4) v en virtud del -apartado anterior concluimos que
Tr[AB] > 0. .

2. PRINCIPIO DEBIL DE MAXIMO PARA OPERADORES ELIPTICOS

En este apartado vamos a formular un principio de maximo para
operadores elipticos generales.

Proposicién 1 (Friedman, 1975)

Si a{x) es definida no negativa para cada x€G, con G abierto,
ofx) <0, uEC®(G) y u alcanza un maximo no negativo en un punto
X°€G, entonces es Lu(x®} < 0.
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Demostracion

Como u alcanza un maximo no negativo en x° tendremos u(x®) =2 0,
u«(x*) = 0 y ux(x°) definida no positiva, por lo que teniendo en cuenta
el lema 1 deducimos que:

1 1
Lul(x®) < 5 Trius(x)a(x*)] = — £y Tri— ualx)a(x")] < 0

Teorema 1: Principio Débil de Maximo (Soldevilla, 1979)

Sea a(x) una matriz simétrica definida no negativa para todo x€G,
con G abierto y acotado, supongamos ¢(x) < 0, que existe un vector no
nulo, y tal que:

1 .
5 yTa(x)y + yb(x) > 0 ()

vara todo xeG, que usCO(GINCEOHG), Luz=0 en G y que el mdaximo

de u sobre G es positivo, entonces dicho maximo se alcanza en la
frontera de G.

Demostracion
Supongamos que el maximo no se alcanza en la frontera de G aue

dendtaremos por ¢G, entonces existird un punto xeG tal que:

u(;) > méx- u{x) (7)
xedG

Como G estd acotado podremos tomar k > 0 de forma que |x| < k
para todo xeG, con lo cual la funcién:

h(x) = ekl _ e¥s . (8)

es positiva en G y teniendo en cuenta que ¢<0 y la condic_i;‘)_n (6)

obtenemos:

. {1
Lh(x) = — '™ ) —yTay+ y™h) + he < 0 (9)
> :
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Construyamos la funcién v = u—¢h donde:

- u(;) — max u(x)

o x) oG :
e=min | o~ xe ' (10)

h(x) - 2h(x)

es claro que veC®{(G) y ademas:

_ 1 - ' L
v(x) = — { u(x) + mé\x‘n u(x) l > méx? u(x) =
2 xe0G \ xedG
(11)
L] i
=2 max- u(x)—ch(x) § = max- v(x)
Xe xedG .
pero tal como estd definido € resulta que v(;)ZBO, por lo que, tenien-
do en cuenta (11), v(x) alcanza un méximo no negativo en un punto

x°€G, en consecuencia, aplicando la proposicién 1, vemos que Lv(x°)< 0,
pero entonces, por (9), concluimos que:

Lu{x®) < eLh(x°) < 0 (12)

contradiciendo las hip6tesis del teorema.
Friedman (1975) establece este pnnmpm débil de maximo, pero en
lugar dela condicién (6) da la siguiente:

1
E-au(x)lz-r{- bl(x))t. = 0 - o (13)

para algin A > 0 y para todo xeG. Es claro que la condicién (13) que-
da englobada en la (6), pero vamos a ver, con el siguiente ejemplo,
que el principio de maximo que damos es estrictamente mejor que el
de Friedman. :

E;emplo
Con51deremos el operador eliptico 51gu1ente
1 & 1 @ & 1 d 1 ] :
L=— 4+ — + - — (14)

2 ¥x’ 2 %20, 2%, 9%y 2%, 0%y
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y sea G el primer cuadrante abierto del circulo unidad. Pe la defini-

cién de L tenemos:
1
a(x) = (1 )
1 1

11 1 gr
b(x):-——_( _._) (15)
2 X3 . N A

X1
ox)=0
fs

ademas, no existe ningiin » > 0 tal que: .

1 .
—é— au(X)l' + b1(X)l = 0 (16)

para todo xeG, ya que si es X < 1/a:
1

1 1
3811(3())\«3 + bu(x)h = 5 N (l —_— ) <0 (17)

X1

y analogamente no existe ningin » > 0 tal que:

1
?'an(X)l’ + bix)h >0

para todo xeG. Entonces no se puede aplicar el principio débil de maximo
de Friedman y si el que damos, pues el vector columnz y = (—1,—1)"
es tal que:

1 Sy 1
—vTay + Tb=2+_(__'+_)
Zy y+y >\ - >0 en G (18)

-Asi pues, si tomarhos la funcion:
ux)=1——[x = 1 ——{x" + %)
2 2

que es positiva en G y verifica Lu(x) = 0, aplicando nuestro prin-
cipio débil de mdiximo podemos concluir que u alcanza el méaximo

G en un punto de la frontera (éste es el X1 = X: = 0 que_efectivamente
estd en 9G). ‘
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Definicign 1: -
Si existe una constante positiva p tal que

y'a(x)y = plyf*

para todo xeG, yeR’, entonces se dice que L es uniformemente elip-
tico en G.

Proposicidn 2:

Sea L el operador diferencial parcial definido en (1) y 1 el infimo
de los valores propios de a(x) cuando xe=G, entonces L es uniformemente
eliptico si y sélo st es u > 0.

Demostracion

Si L es uniformemente eliptico existirdA una constante p, tal que da-
dos xeG, yeR', sera yTa(x)y = vo|v|’, por lo que al tomar un valor pro-
pio A ¥ un vector propio y tendremos:

boly[* < yTalx)y = My[*

ahora bien, y 5 0, ya que se trata de un vector propio de a(x), en con-
secuencia, M = e ¥ por lo tanto p =y, > 0.

Reciprocamente, si es p > 0 entonces a(x) es definitiva positiva para
cada xeG por ser todos sus valores propios positivos. Sea entonces yeR”
y tomemos una base ortonormal de vectores propios de a(x), que de-
signaremos por vi, ¥z, ..., ¥r, con valores propios M, Az ..., Ar. Res-
pecto de esta base el vector y tendrd unas coordenadas o, @, ..., o,
por lo que:

T r

yla(x)y = /{ ooy a(x)y; = ; ogttghidy =

if=1 1.1=1

(19)

r

= S ot = p > T oof = plyf
1

f= =t

donde &, es la & de Kronecker. De (19) resulta que L es uniformemente
eliptico, quedando probada la proposicién.
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Teorema 2:

Supongamos que L es uniformemente eliptico en G, abierto y aco-
tado, siendo b(x) una funcion acotada en G y ¢(x) <0 en G. En estas
condiciones si el problema de Dirichlet:

Lu(x) = Kx) en G
(20}
u{x) = o(x) en 9G

admite la solucidn UEC(Z)(G)HC(")(E), dicha solucién es tnica.

Demostracion

Por ser L uniformemente eliptico en G existird una constante u > 0
de forma que:

va(x)y = uly[? (21)

para todo xeG y todo yeR". Por otro lado, al ser b(x} acotada existira
una constante M > 0 tal que:

sup [b(x)| <M (22)
xeGG

Con objeto de aplicar el principio débil de maximo tomemos como
y cualquier vector verificando:

2

de esta forma, de (22) y (23) tenemos:
1 1 )
?y‘ay +y'b= ;P«M — vyl Ib] > M|y| —Mly| = 0

por lo que se verifica la condicién (6).

Asi pues, si hay dos soluciones distintas u,v de C(G)IN C(")(E) veri-
ficaran:

min® [u(x)— v(x)] < max- [u(x) — v(x)] = m (24)

XEE XSE;
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con lo que la funcidn:

ux)—v(x) sim>0
w(x) = (25)
vix)—ux) sims<0

es tal que verifica las condiciones del principio débil de mdximo, por
lo que el méximo de w se alcanza en la frontera de G, pero sobre
dG es w(x) = 0 contradiciendo la positividad del méximo.

Friedman (1964), (1969), establece condiciones para la existencia de
solucion del problema de Dirichlet (20) y para ello introduce el siguien-
te concepto de barrera.

Definicidn 2:
Una barrera en un punto zedG es una funcién w/x) de CA{G)N C(")(_G-)

no negativa en G, que se anula sélo en el punto x =z y tal que
Lw,{x) & ~~ 1 para cada xzG.

Con este concepto se puede enunciar el siguiente tecrema de exis-
tencia de solucidn.

Teorema 3 [Friedman (1964), (1969}]:

Supongamos que L es uniformemente eliptico en G, abierto y aco-
tado, que o(x)<<0 y que a,b,c y f son uniformemente centinuas de

Holder en G. Si cada punto de dG tiene una barrera y si ¢ es continua
sobre dG entonces el problema de Dirichlet dado por (20} tiene una

solucion ueC@(G)N CO(G).
3. REPRESENTACION ESTOCASTICA DE LA SOLUCION DEL PRO-
BLEMA DE DIRICHLET

Sea L un operador, como el dado por (1), uniformemente eliptico
en G, donde G es un dominic acotado. Supongamos también que:

a v b son continuas de Lipschitz en G (26)

¢ <0y c es continua de Holder en G (27)

finalmente supongamos. que la frontera de G, 0G, es de clase C®, por
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lo que existen barreras en cada punto de ella. En virtud de los teo-
remas 2 y 3 el problema de Dirichlet dado por (20) tiene una solucién
tnica ueCA(G)NCYNG) supuesto que las funciones £ y @ satisfagan:

f continua de Hélder en G (28)
¢ continua en 0G (29)

Observamos que, por ser a(x) comtinua en G, a(x) es simétrica y

definida positiva en G y L es uniformemente eliptico en este compacto,
Vamos a representar u en términos de la solucién de una ecuacién
diferencial estocastica. Como es bien conocido [ver, por ejemplo,
Cohn (1974)], si a es una matriz rxr definida no negativa, entonces tie-
ne una Gnica raiz cuadrada no negativa o, esto es, existe una unica
matriz cuadrada ¢ definida no negativa tal que o = a. Si a depende
de un parametro escalar o vectorial x, a = a(x), entonces también

o = a(x).
Consideremos sobre G la solucién de la ecuacién diferencial esto-

castica:
dX = b(X)dt + o{X)dW (30}

donde W es un movimiento Browniano r-dimensional. La existencia y
unicidad de la misma, fijada una condicién inicial X(0} = x con xeG,
quedardn garantizadas si probamos que o(x), que es la rafz cuadrada

positiva de a(x), es continua de Lipschitz en el compacto G, lo cual es
cierto en funcion de las proposiciones 3 y 4 siguientes.

Proposicidn 3:
Si a es una matriz definida positiva entonces:

i

( Vz(a — zI¥'dz
2r JT

o =

es la raiz cuadrada positiva de a; aqui I' es un contorno suave gue
estd en el semiplano Re(z) > 0 y que contiene todos los valores propios
de a; I es la matriz identidad.

Demostracion
Sea U una matriz ortogonal que diagonalice a, esto es:

UTaU = A = diag (h1, ..., M)
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donde A, ..., A son nameros positivos, entonces:
i _ i {  _
g = —— VZ{UAUT — zI)'dz = UJ VE(A —zI)'dz U (31)
2n r 2T r
1 1
pero (A —zIy' = diag( e, ) v €omo:
| —Z A—2z _
{ .
| Vz _
| ———dz = —2miVA; (32)
I )\-j —
JT
deducimos que ¢ = U A'YUT, donde A'2 = diag(V, ..., VA); en con-

secuencia ¢ es una matriz cuadrada simétrica, definida positiva y tal
que oo = a, de donde se deduce la proposicién.

Proposicidn 4:

Si a(x) es definida positiva y uniformemente continua de Lipschitz
en un compacte K entonces su raiz cuadrada positiva ¢(x) es uniforme-
mente continua de Lipschitz en K.

Demostracion

Sea U(x) una matriz ortogonal que diagonalice a(x) y sean A(x), ..., h(x)
sus valores propios, entonces:

T

la()l* = Trla®)ax)] = Tr[UA'U™) = Tr{A*] = }_ Mx) - (33)

y como |a(x)] estd acotada sobre el compacto K también lo estarén
sus valores propios. Por otro lado, supongamos que el infimo de los
valores de a(x), con xeK, fuera cero, entonces para cadan=1, 2, 3, ...
se podrian encontrar vectores x.cK, y.eR" tales gue:

lya| =1 : (34)

5 a(Xa)¥a = AMX)ya
| M) = 0
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y al ser la superficie esférica unidad un compacto y serlo también
K existirdn sucesiones parciales convergentes Xn.. — xtK, y». — ¥y con
ly] = 1. Por lo que tomando limites en (34) cuando n" — = deducimos
que a{x)y = 0 y por tanto y = 0, va que al ser a(x) definida positiva es
regular, lo cual estd en contradiccién con que |y| = 1.

Asi pues, existe un intervalo cerrado [«,f3]cR* que contiene todos
los valores propios de a(x) cuando xeK. Por la proposicién 3, la raiz
cuadrada positiva o{x) sera:

i Ir vz[a(x) —zI]'dz (35)
2r JT

a(x) =

donde T es un contorno suave que estd contenido en el semiplano
Re(z) > 0 y que contenga al intervalo [a, 8]; de esta forma, para x,yeK
se verifica que:

|
I I
lo(x} —e(y)| = —. _)I . Vzla(x)—zI]' — [a(y) —zI]"dz| =

2m |

11f
= ———| | Vzla(x)— z1]" [a(y) — a(x)] [a(y) — 211 7dz | <
2r IJ r

'

r .
long(T)a(y) — a(x)| sup |[a(x)—z1]" [a(y) —=z1]7| <
14 zel

r
K ~——long(T')C|y — x| sup |[a(x)—zI]" [a(y)—zI]"| =
2r zel

x,yeK
= Co ly —x] (36)

donde long(T) es la longitud de la curva I' y C la constante de Lipschitz
asociada con la funcién a{x), ademas el supremo que aparece en la 1l-
tima igualdad de (36) es finito porgue el producto de las dos matrices
inversas es una funcién continua en (x,y,z), (x,y,2)KxKxTI' y este con-
junto es compacto.
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Observacion:

El hecho de que el infimo de los valores propios de a(x) sea positivo
ha sido fundamental para poder construir la curva T y aplicar la pro-
posicién 3. Por ello si a(x), con xeK, es definida positiva y K no es
compacto puede ocurrir que su raiz cuadrada no sea de Lipschitz aun-
que a{x) sea muy suave. Por ejemplo en el caso en que r=1, K =
={x/0<x <1} y a(x) = x, entonces a(x) es definida positiva para
todo xeK es una funcién analitica v en cambio su raiz cuadrada posi-
tiva o(x) = VX no es continua de Lipschitz.

Friedman (1975) da un resultado analogo para el casc en que a(x)
es definida no negativa y de clase C? para todo x:R’ probandc que
o(x} es continua de Lipschitz en los subconjuntos compactos de R".

Otros resultados similares son los dados por Freidlin (1968) o Phillips
y Sarason (1968), exigiendo que a sea de clase C? y que tanto a como
a: ¥ ax sean acotadas.

Si admitimos que las funciones b{x),s(x}, que son de Lipschitz en G,
con frontera de clase C?, poseen una extension de Lipschitz a todo
el espacic Euclideo r-dimensional, entonces la ecuacién diferencial es-
tocastica (30) tendrd una solucién dnica para cualquier condicién ini-
cial X(0) = x. El siguiente resultado se refiere a la finitud del instante

en que el proceso X(t) sale de G.
Proposicicn 5:

Si X(t) es el proceso de difusién definido por la ecuacién diferen-
cial estocastica (30), con la condicién inicial X(0) = xeG, v 7 es el ins-

tante en que sale del compacto G, entonces:

Edt] Sk < 4+ =
para todo x¢G.

Demostracion

Observemos que al ser G compacto, T serd un tiempo de parada con
respecto a X(t}). [Ver Dynkin (1965), por ejemplo].

Por ser L uniformemente eliptico existird una constante positiva p
verificando:

ya(x)y = uiyl* (37}



250 Ramén Ardanuy Albajar, M.* del Mar Soldevilla Moreno

para todo xsa yeR'. Ademas, por (26) v ser G compacto existird una
constante M positiva tal que

x| + b < M 38
bara todo xeG. Consideremos en G la funcién acotada definida por

h(x) = — Ae™ (39)

donde y es un vector fijo verificAndose las desigualdades

4M
ly| =
{40)
Mt
AZ=p
4AM?

por lo que aplicando la férmula de It6 y considerando los instan-
tes t =0, t =<AT, donde T es cualquier real positivo, obtenemos:

AT 1
Ex[h(X(=AT))] — Ex[(X(0})] = Ex Jr { h:b + — Tr(h.a) } dt (41
) 2

1

pero por (37)(40) tenemos sobre G lo siguiente:

1 1
— Tr(hea) + hib = — Ae™™ [* yray — YTb] <
. 2 . .

2 ;
) .
S—AE"T‘lyl‘gulylulbl < (42)
u eVl AM [1  4M
<— el L_u —M|=—1
4M? p L2 u

entonces, llevando (42) al integrando de (41) y teniendo en cuenta que
E:[h{X(})}] = l{x) (c.s.) deducimos que:
k k
Ex [TAT] < h(x) — E:[h{X{tAT))] S? + Py =k
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donde k/2 es una cota superior de [h(x)] cuando xeG. De esta manera,
haciendo Tt + <« y aplicando el teorema de la convergencia mondé-
tona deducimos la proposicidn. 7

Con todo esto podemos dar el siguiente teorema de representacién
estocéstica de la solucién de un problema de Dirichlet.

Teorema 4:

Supongamos que el operador L-dado por (1) es uniformemente elip-
tico en un dominio acotado G con frontera de clase C? y que se veri-
fican (26){29). Entonces la tnica solucién us:CA(G)NC(G) del pro-
blema de Dirichlet dado por (20) puede expresarse en la forma:

Jcworasf]
c(X{sNds

J_.
f [

[ c(X(s))ds ’ dt-lf
L Je V]

u{x) = E: LP(X(T))CXP
L

(43)
—E I-| l{'rf(x(t))e p
o X

donde X(t) es la solucién en G de la ecuacién diferencial estocastica (30)
con la condicién inicial X(0) = xeG, y = es el primer instante en oue

X(t) sale de G..

Demostracion:

Aplicando la regla diferencial de It& al proceso:

Y(t) = u(X(t))exp }r c(X(s))ds f : : (44)

obtenemaos: _ _
dY(t) = [Lu(X)] Zdt + ZuAX)e(X)dW 45)

donde:

Z(t) = exp j c(_X_(s))ds % . Léb')
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entonces:
T ['t
Y(-:)—Y(O):J] [Lu(X)] Zdt + | ZudX)e(X)dW 47)

0 9

por lo que tomando esperanzas en (47) deducimos que

E:[Y(7)] — E.{Y(®)] = E: Jf [Lu(X)] Zdt g (48)

ahora bien:

EfY{(7)}] = Ex [U(X(—r))exp %f c(X(s))ds ] =
1
I
J

= Ex [[.@(X(T))exp [ c(X(s))ds E (49)
E:[Y(0)] = E[u(X(0))] = u(x) (50)
[ “t 't
E:} | [Lu(X)]Zdt| = E. f(X)exp o(X)ds {dt (51)
j | 0w | coous

con lo cual, de (48)-(51) se deduce ¢l teorema,
La aplicacidén de este teorema en algunos problemas particulares,
frecuentes en la practica, conduce a los siguientes resultados:

a) Ecuacion de Laplace

Au=10 en G
u=-4g en 4G

aqui el proceso X(t) satisface la ecuacién diferencial estocdstica si-
guiente:

; dX = vZdW(t)
X0 =x
o bien:

X(t) = x + VZW(t) = N(p, = x, > = 2I)

con lo que para esto problema scra

wx) = Ex[o(X(<))]
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b)Y Ecuacién de Poisson

13

Au=Tf* en G
u=0 en dG

agui el proceso X(t) satisface la misma ecuacién que en a) y la solu-
cién es:

u(x) = — E, [ ](tf(X(t))dt1
J ]

1
en particular, si f{x) = k constante, obtenemos:
u(x) = — kE:[<]
4, SIMULACION ESTADISTICA DE LA SOLUCION DE UN PROBLE-
MA DE DIRICHLET
El teorema 4 sugiere un método para resolver el problema de Di-
richlet (20) por simulacién, en efecto, discretizando la ecuacién dife-
rencial estocastica (30) en los instantes
0=t <ti<t<<ta<< ...

con la condicién inicial X{0} = x¢G, obtenemos:

X(ten) = X(t:) + BX (1)) (tes — te)} + Z{1x)

| X(t) = x (52}
donde: -
Z(ti) = a(X(tx)) (W(tusr) — W(t)) (53)
Podemos generarlo por Montecarlo teniendo en cuenta que conocido
P
X(tx), se trata de un vector aleatorio normal N(u, > (tx)) con:
,_)
p=0

S ) = (kn — W) aX(F = (b — t)aX(k))  (54)

También podemas generar primero el incremento del movimiente Brow-
niano teniendo en cuenta que su distribucién sigue una ley normal er»
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vector de medias cerc y matriz de_ covarianzas (txy; — tz)I, donde I
es la matriz identidad de orden r, y luego calcular Z({t:)} por la expre-
sién (53), con lo cual, partiendo de X(t,) = x y utilizando (52) vamos
calculando la travectoria X(t.}, X(t.), X(t2), X(ts), ... del proceso X(t) has-

ta el primer instante t'y+: para el-cual nos salgamos de G, es decir que
X(t'w+1)¥G. Entonces subdividiendo el intervalo [t. t'».1] y generando
en dicha particién el proceso X(t) con la condicién inicial ya conocida
X(tn), o por algin otro procedimiento, deberemos determinar tyy = <
y X(=), siendo t ¢l instante en que el proceso X(t) cruza la frontera del
conjunto G.

Este métode de aproximar la solucién de la ecuacién diferencial
estocastica (30) es el usual método de Cauchy o de Euler, y que ha
sido tratade por Maruyama en 1955. También pueden utilizarse técni-
cas similares a las de Runge-Kutta, ver Mc. Shane (1974), para su dis-
cusién y convergencia.

De esta forma, conocida la trayectoria de X(t) en los instantes:

0=tu<tl<t2<---<tn<tn+l=1

podemos calcular las expresiones entre corchetes de (43) sin mas que
utilizar cualquier técnica de integracién numérica. Asi, con el método
de los trapecios obtenemos que, para 0 <Xt < 1 = tu., la integral:

t

J(t) = eprl e{X{(s)ds (55)

[

la podemos aproximar mediante la siguiente recurrencia:

J.=1
1
Jyer = T EXP&Z— {C(X(tkﬂ)) + C(X(tk))] (tk+l —tk)}
\ k=0,1,2,. l (56)

con lo cual, las expresiones entre corchetes en (43) quedaran aprox1-
madas por el valor de la variable aleatoria

Y = @(X(T))er—i [EX (1)) i + FOXCty ) Tins ] (s — tx)
- 2

I%E

(57)



Méiodos estocidsticos para problemas de Dirichlet 255

De este modo, iterando todo el proceso N veces cobtendremos un

conjuntc de observaciones muestrales Y., Y ..., Yy cuya media mues-
tral:
N
. 1
Y =— Y; (58)
N

permitird estimar el valor u(x} de la solucién del problema de Dirichlet
dado por (20).

En los dos ejemplos siguientes, aplicamos este método con 10 ite-
raciones para resolver problemas de Dirichlet en el circulo unidad,
siendo el operador eliptico de ambos el operador de Laplace

b &
L = cum—m H e
ax? v
Los intervalos de tiempo dados por t,, ti, tz, ... los tomamos de ampli-

tud 8 = 0.05, por lo que el proceso bidimensional

X(t) = (Xi(t), Xo )
verifica:

Xi(tes1) = Xilty) + Zy
Xeltr1) = Xao(te) + Z3 (59)
Xi{ty) = x4°, Xt} = x°

siendo Z; y Z, variables aleatorias normales, independientes, con media

cero y desviacién tipica V/25. Para generarlas utilizamos la simulacién
de dos variables aleatorias U, U, uniformes en el intervalo [0,1] e inde-
pendientes y efectuamos el cambio de variables:

2, = \/—-—4 ]l’l(Ul)CDS(ZTEUz)
{60)
\ L = '\/—4 ln(Uj)Sen(Z’EUz)

esta simulacidn estd realizada con las tablas de digitos aleatorios pro-
porcionadas por Abramowitz y Stegun (1968).
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Como en estos dos ejemplos es ¢ = 0 obtenemos en (53) que J(t) = 1,
por lo que la expresién {57) se convierie en:

1 1
Y = o(X(t)) — ("""fl +h+ . F L+ —fn) 8§ —
2 2
(61)

1
5 [fa + f(X(7))]08

siendo fi = f(X(ts)) v 08 = 1 —t.. E] instante de salida t y el punto
de salida X(t) lo estimamos intersecando la circunferencia unidad con
el segmento que une los puntos X(t,) (ultimo punto interior al circulo
umidad) y X(t...) {primer punto fuera del circulo unidad), con lo que
obtenemos:

—B + VB* + AC

/
S .
f t=to+ 05 = (n + )5 (62)
| X(1) = X(ta) + 8(X(t"ar) — X (1))

siendo:

A= | X(ten)— X(ta)

B = X(tn)T[X(tn-i-l)““‘X(tn)] (63)
C=1—|X(t.)}

Ejemplo 1:

Dada la ecuacion de Laplace:

ou Fu 0 oy
+ ——= si X’ +y <1
ox? ay*
(64)
wxy) = 2x* — 1 si X¥*4+y =1

calcutar u{0,0).

Para este problema tenemos a =21, b=0,¢=0,¢=2¥%-—-1 =0

o = V21 por lo que Y = ¢(X(x)). Los resultados parciales de los calcu-
los se encuentran recogidos en la tabla 1 y de ellos obtenemos opara

u(0,0) la estimacién Y = — 0.00363 con una cuasidesviacidn tipica mues-
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tral para Yy, ..., Y de s = 0.89990. El valor exacto es u(0,0) = 0 (puede
comprobarse que u(x,y) = x* —y* es la solucién de la ecuacién de La-
place (64)).

Ejemplo 2:

Dada la ecuacién de Poisson:

T Mamaay i X +y<]
+ e g— X S1 X
K axt ay* Y
(65)
ulx,y) =0 si X*+y' =1
calcular u(0,0).
Para este problema tenemos a =21, b =0,c =0, f = —4(1+2x42y),
o = V21, por lo que:
['1:
Y = — | f(X(t))dt (66)

a

Los resultados parciales se encueniran en la tabla 2 y de ellos de-

ducimos para u{0,0) la estimacién Y = 1.13238 con una cuasidesviacién
tipica muestral para Y, ..., Yo de s = 0.83816. El valor exacto es
u(0,0) = 1, puede comprobarse que:

wWx,y) =1 -~y +x+y)

es la solucidn del problema de Poisson planteado.
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TaBLA 1
N n th U X X | X]?
1 1 053479 0.81115 0.13262 —0.32801 < 1
2 0.97344 0.70328 0.11139 —0.39825 < 1
3 066023  0.38277 —0.102067 —0.20468 <1
4 099776  0.75723 —0.10111 —0.22584 <1
) 0.30176 048979 — 0.58%62 —0.19446 <1 # = 0.534928
6 0.81874 0.83339  —0.48956 —036762 - <1 Yr= 0.74942
7 0.19839 090630 —0.01654 — 0.68347 <1
8 0.09337 033435 —0.36467 —0.08929 <1
9 0.31151 0.58295 —0.73352 —0.32977 <1
10 0.67619 0.52515 — 1.05978 —0.37379 >1
2 1 061946 048790 —0.30859 0.02351 <1 g = 009767
2 004811 0.64892 — 077075 — 0,60360 <1 Y:= 037561
3 0.05763 0.39601 — 1.37062 —0.14436 >1
3 1 073260 0.56877 e (0,22653 - 0,10447 <1
2 0.54909  0.09976 0.05391 0.09864 <1
3 042583 0.36335 —0.21612 0.41141 <1 g = 023924
4 027266 027403  —0.29280 0.91542 <1 ¥;=—0.89819
- 5. 049843 011442 —0,01198 1.16118 >1. o
4 1 020316 040460 —0.40902 0.27948 <1
2 030463 027856  —0.49505 - 0.75923 <1
2 0.28708 0.84088 —0.22602 (.33389 <1 g= 027340
4 0.13183  0.50652 —0.86208 0.31282 <1 Ys= 059792
5 0.60796 0.76639 —(0.82965 —.00099 <1
6 013486 0.46918 — 1.45083 0.12083 >1
5 1 0.34914 094502 043165 —(0.15534 <1
2 028105 004814 0.91261 —0.00526 ° <1 0= 0.64231
3 0.59231  0.45028 0.60463 0.09421 <1 Ys= 099880
4 (.87437 0.82758 0.68138 — 0.05057 <1
5 029046  0.01301 1.17697 -— 0.00997 =1
6 1 0.62035 071836 — 006008 . —030313. <1
2 0.38856 0.80048 007553 —0.71625 <1
3 040666 043328 —0.31195 — 0.54358 <1 ¢ = 0.53336
4 0.40588  0.90087 0.03297 —0.79131 <1  Ye=—1094550
5 0.78237 0.86556 0.18007 — 0.95698 <1
6 098247 0.67474 (0.15298 — 100993 >1
7 1 069977 0.78558 (05924 - (0.26056 <1
2 0.39843 0.23074 0.11103 0.16531 <1
3 0.62880 0.87277 0.32338 — 0.05308 <1 ¢= 072760
4 0.56138  0.64927 0.12239 — 0.32707 <1 Y:= 054731
5 0.90804 0.56026 — (0.00667 —{.37841 <1
6 009665 0.44672 —0.65234 —0.15381 <1
7 034756 050403 —1.11194 — 0.16545 >1
8 1 0.12157 0.73327 —0.06812 —- 0.64561 < 1
2 0.69384 (.07734 0.17096 —0.51933 <1
3 0.93358  (1.64365 (.09948 —0.61226 < 1
4 038879 0.35544 —0.16788 — 0.26954 < 1 ¢= 048514
5 058314 0.60298 —0.42992 — 046753 <1 Y= —0.94700
6 0.83568 0.10227 —0.27823 — (.35398 <1
7 0.28067 091152 (.14995 — 0.62001 <1
8 0.05730  0.75557 0.17641 —1.37578 >1
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Tasra 1 (continuacién)
N n Ui U2 X X: |1 X2
9 1 012217 059526  —0.53571 —0.36535 <1
2 091964 026240 —(.54578 — 023630 <1
3 071118 0.84892 —0.39375 — 0.44856 <1
4 043112 0.83086 —0.19419 — 0.80696 <1
3 0.38416 042436 — 058314 — 0.60681 <1
6 099937 013213  —0.57536 — (.39852 <1
7 095053  0.55532 —0.67027 —0.63283 <1
8 052769  0.18801 —0.53450 —0.30205 <1 #= 025188
9 041330 021093 —043234 0.10572 <1 Yo=—099838
10 0.81699 0.17106 —0.33665 (.28255 <1
11 0.83043  0.22257 —0.30359 0.47247 <1
12 079065 0.26999  — 033074 0.68751 <1
13 0.25513  0.86151 0.00624 0.28796 <1
14 0.13948  0.96289 0.61692 0.14293 < 1
15 002645 0.35795 0.08212 0.80662 <1
16 004044 029678 —0.14994 157326 >1
10 1 0.23334 0.36453  —(.35558 0.40573 <1 = 0.13684
2 0.36055 032002 —0.54795 0.81441 <1 Yio=—031576
3 0.69232 0.51423  —0.81805 0.79020 >1
TapLa 2
N n U Uz X X |X2 £
1 0 — — 0.00000 0.00000 <1 — 4.00000
1 043546 045699 —0.39296 0.10886 <1 — 172720
2 024510 015100 —0.0839% 053983 <1 — 7.64696 ¢ = 0.69133
3 083123 0.98558 0.10753 052243 <1 — 9.03968 f1) = —13.11952
4 089755 0.23470 0.07573 066598 <1 — 993368 Y= 2.15823
5 099539 044183 0.04734 0.67685 <1 — 979352
6 032326 0.19867 0.19797 LI12759 >1 —14.60448
2 0 — — 0.00000 000000 <1 — 4.00000
1 032556 0.85189 028300 — 037994 <1 — 322448 = 0.61157
2 018307 022246 0.38333 019409 <1 — 861936 f(x) = — 14.46720
3 058367 0.20905 0.46683 035114 <1 —11.82616 Y:= 1.88316
4 0.65369 0.74305 0.45410 022013 <1 — 9.39384
5 003685 0.05411 122011 049108 >1 —17.68952
3 Q — — 0.00000 0.00000 <1 — 4.00000
I 047476 062804 —0.26767 —0.27810 <1 0.36616
2 077441 092415 —0.06675 —0.38183 <1 — 041136 6= 0.78162
3 054178 0.78241 0.00405 —0.72471 <1 1.76528 f(r) = 7.13184
4  0.66036 028523 —0.05920 —044365 <1 0.02280 Ys=— 046976
5 063222 050533 —0.36186 —045379 <1 2.52520
6 084066 059620 —0.53536 —0.57362 <1 487184
7 056716 049749 —090210 —0.56831 >1 7.76328
s 0 — — 000000 000000 <1 — 400000 s= 096599
1 006882 027562 —0.11726 072215 <1 — 7.90104 f(z) = — 1201464
2 040834 020296 000602 100978 >1 —12126d0 Yi= 077848
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TaBLa 2 {continuacién)

m[z

—

pelr i R R B SRR Y R ) (SR | b= (=Rt e - R I B ORFNE ] b=

U, Uz Xu Xz |X|® f

_ — 0.00000 000000 <« 1 — 4.00000
0.32805 0.61091 — 036206 —0.30303 <1 132072 s = 0.56638
0.25556 0.35181 — 0.67388 0.11605 <1 0.46264 f(z) = — 4.72136
0.19848 (.24352 —0.65073 0.68427 <1 — 426832 Y= (.24494
093213 0.27342 — (0.66811 0.80155 >1 — 5.06752

— — 0.00000 000000 <1 — 400000
0.99528 0.05150 002916 000978 <1 — 4311582
0.66469 0.13782 0.21434 022748 <1 — 753456
0.45484 0.55461 —0.15946 009394 <1 -— 347584
0.26540 041298 - (0.59944 036174 <1 — 209840 ¢ = 0.51219
041814 0.74985 —0.59983 —0.05586 <1 1.24552 f(r) = — 11.01728
0.34685 (.13892 —0.30410 029672 <1 — 394096 Yg¢= 2.23058
0.81765 0.06809 —0.12153 037987 <} — 6006752
0.71551 0.3635%6 —0.29088 057560 <1 — 627776
0.62758 0.14858 —0.10956 082094 <« 1 — 969344
(.56743 0.25598 —0.12191 1.15734 =1 — 1228344

— —_ 0.00000 000000 <1 — 400000
0.77622 0.02238 0.22286 003155 <1 — 603528 4= 0.26315
0.60539 0.96334 0.53131 — 004078 <1 — 792424 f(v) = — 1.74656
0.78231 0.87674 068970 — 0195714 <1 — 795168 Y:= 1.22449
0.09938 0.66874 035763 —0.78861 <1 — 0.55216
0.05634 0.96368 1.00666 — 096025 =1 -— 5.09128

— — 0.00000 000000 <1 — 400000 ¢ = 0.00527
0.02331 0.08797 0.73794 (045521 <« 1 —13.54520 f(v) = — 14.98240
0.91610 0.07483 0.85596 051519 <1 — 1496020 Ys= 1.15544
0.71223  ¢.21352 091515 076890 >1 — 1747240

— —_ 0.00000 000000 <1 — 4.00000
0.79574  0.05105 0.20286 006740 <1 — 6.16208
0.93275 031978 0.15277 0.17424 <1 — 6.61608
0.43565 046531 —0.24524 026239 <1 — 4.13720
0.59804 0.78595 —(.17342 —0.05012 <1 — 221168
049364 027753 —0.440599 020007 <« 1 — 214464
091282 0.03419 -—0.300903 023786 <1 — 343064
0.88296 0.68638 — 0.37043 009252 <1 — 177672 4= 0.10063
0.55956 0.93957 —0.05393 — 003378 <1 — 3.29832 f(x) = — 2.24808
0.82125 0.37370 —0.19311 0.1076% <1 — 331664 Yo= 103480
0.14375 0.65187 —0.55326 — 040047 <1 3.62984
0.60255 042071 —0.83287 —0.24837 <1 464952
0.59979 091063 —0.56223 —041863 <1 3.84688
0.839977 011964 — 045606 —0.31938 <1 2.20352
042002 096997 —0.04693 —039751 <1 — 044448
0.88151 06289 —0.15640 —0.51257 <1 1.35176
0.10003 0.93157 046041 —0.79542 <1 — 131992
0.00026 0.98440 173914 —092116 >1 —10.54384

— — 0.00000 000000 <1 — 400000 ¢= 0.61276
0.39297 (110309 0.34467 026079 <1 — B8.84368 f(x) = — 9.45416
0.54735 0.91550 064406 008500 <1 — 983248 Y = 1.08345
0.04535 (.86395 116031 — 050842 =1 — 921512
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