
Continuidad de la función valor 

en un juego diferencial *̂̂  

POR 

P. ZOROA 

El problema fundamental de los juegos diferenciales se plantea como 
sigue. 

Se suponen dados: 

1.° Un conjunto X contenido en R°. 
Este conjunto que supondremos abierto se llama espacio del juego. 

Cada punto de este conjunto x = (xi, X2, ..., Xn) tiene n coordenadas 
Xi que se llaman variables de estado. 

2.° Una superficie T, que llamaremos superficie terminal, y que es 
la frontera, o parte de la frontera de X. Puede venir definida en forma 
paramétrica por 

Xi = hi (u, , u , , . . . , u„.,) 

i = 1, 2, 3, ..., n 

(*) Este trabajo ha sido realizado con Ayuda a la Investigación. 
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3.° Para cada x e X hay dos conjuntos ^ , , *J'' x, de los espacios 
R", R" donde pueden variar las variables » y (u que se llaman variables 
de control 

=P = (=?!' ?2> •••. ?h) S 4>« C R"" 

<}> = {"h ''P2) •••» MH) S *F, C R'* 

4." Una función H(x) definida para cada x 6 T que se llama pago ter
minal. Una función G(x, cp , lu), que se llama integrando, definida para 
todo X e X, tpe*̂ ,̂ tosH'"̂  

5.° Un sistema de ecuaciones diferenciales 

dxi 

dt 

dx2 

dt 

= V, (x, 9 , <p) 

= V . (X, tp , (j)) 

dx„ 
X„ = = Vu (X, t? , (1)) 

o brevemente 
dt 

dx 

dt 
= V ( x , ® , O') 

que llamaremos ecuaciones cinemáticas. 
Con estos datos podemos dar estas definiciones. 
Una función 

cp = a (x) 

definida en X tal que para cada x e X nos dá a (X) e $ ^ se llamará una 
estrategia para el jugador P. 

Una función 
co = /3(x) 

definida en X tal que para cada x s X da j8 (x) e^^ se llamará una 
estrategia para el jugador F. 
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Una curva x = x (t) con t„ ^ t < t, de R" se llamará una trayectoria si 
se cumple 

X (t) s X t„ < t < t, 
x(t,) s T 

y además x = x (t) es solución del sistema de eciuiciones cinemáticas 
donde se supone que » y ci) se han sustituido por funciones de X 

<p = a(x), (ü = /3{x) 

que sean estrategias de P y F respectivamente. 
Para cada trayectoria x = x (t), con t,, < t < t, , se llama pago de 

P a F a la funcional 

• ^ ( x ( t ) , t„, t,) = ^ ' ( x ( t ) ) = 
t. 

/" G (x, 9 , <o) dt + H [x(tO] 

t o • 

En el juego diferencial se supone que existen dos personas que Ua-
maiemos jugadores P y F, de modo que P se propone minimizar el pago 
0' [x (t)] para lo cual controla © , y F intenta maximizar el pago 
•^[x (t)] para lo cual controla cu. Estos jugadores P y F eligen libremen
te las variables de control tp y (p conociendo en cada momento las varia
bles de estado, por lo cual, sus estrategias son las funciones a(x), ;8(x) tal 
como se definieron antes. 

Si para dos estrategias OL y ¡3 resulta una trayectoria única x = (t), 
to :^ t ^ t, que pasa por el punto x° = x (to), el pago puede represen
tarse asi 

[rr,{a, ¡3, x (t„)] = ^ [x(t)] = 
t, 

f G(x, 9 , (p )dt + H[x(t,)] 

t„ 

[en la integral se sustituye 

cp = a(x), «) = /3(x), X = x(t)] 
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Si para dos estrategias a, p particulares, valen las relaciones 

X (a, p, x°) < X (a, p; x°) < x (a, p; x°) 

para cualesquiera otras esti-ategias a y /3 y cualquier punto x" s X, enton
ces llamaremos a a y p estrategias óptimas de P y F respectivamente, 
y a 

V(x") = rr (a, F, x") 

se le llama valor del juego en el punto x" La fmición V(x) que así resulta 
se llama función valor. 

Una trayectoria óptima es la que resulta de las ecuaciones cinemá
ticas 

X = v[x, a(x), ^(x)] 

correspondientes a esti"ategias óptimas; representaremos una trayectoria 
óptima escribiendo x (t). 

Una trayectoria que resulta con la estrategia óptima a (x) de P y cual
quier otia estrategia ^{x) de F será denotada por Xp(t), y de modo 
simétrico Xp (t) será una trayectoria obtenida con una estrategia óptima 
i8(x) de F, y cualquier estrategia a(x) de P. 

El problema fundamental de los juegos diferenciales consiste en, fija
dos los datos X, T, $^, Ĥ^̂, v(x,tp, OJ), H(X), G (X, tp, tp); encontrar las 
estrategias óptimas a, ^, las trayectorias óptimas x (t) y la función 
valor V(x). 

Puede consultarse para este problema el libro de R. Isaacs: Jeux 
Differentiels. 

Admitiendo la existencia de solución al problema anterior cabe pre
guntarse bajo que condiciones de los datos expuestos se puede asegurar 
la continuidad de la fimción valor V(x). Para esta pregunta disponemos 
de este resultado parcial. 

Teorema. Consideremos un juego diferencial en el que existen las es
trategias óptimas a(x), iS(x). La función valor V(x) es continua si existen 
dos números reales positivos H y K, tales que, dados x', x" pertenecien
tes al espacio del juego X, siempre que se cumpla que |x' - x"| •< H 
existen dos trayectorias Xp̂  XF Q^^ van, o ambas de x' a x", o ambas de 
x" a x' y verificándose además, que valen las acotaciones 
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max 
X s Se 

| G | 
I v | 

L(Sp) < K I x' - x" I 

max 
x s Sp 

I G 
I v | 

L(Sp) < K I x' - x" I 

donde Sp y Sp son los ai'cos de las trayectorias Xp y Xp de extremos 
jc' y x", L(Sp) y L(Sp) son las longitudes de dichos arcos y | x' - x" | 
es la distancia euclídea de x' a x" en R". 

Demostración. Sean x y x + h dos pmitos'de R" tales que | ^ ^ | < H. 

Por las hipótesis existen dos trayectorias Xp y Xp que van de x' a x" 
donde x' es x ó x + h y x" es respectivamente x + h ó x. Ahora bien, la 
relación 

T. (^, ¡i, x') ^r.Ja, J, x') ^ x{a, J. x') 

vale para todo a y ^, por lo que podemos elegir éstas a nuestro capricho. 

Tomaremos a de modo que la ti-ayectoria obtenida con a y P vaya de 
x' a x" coincidiendo con el arco Sp de Xp y a partir de x" tomaremos 
a = a. Del mismo modo /? se tomará de modo que se obtenga Xp de x' 
a x", y a partir de x" ¡3 = fi. Con esto las relaciones anteriores se con
vierten en 

/ Gdt + V(x") ^ V(x') ^ /" Gdt + V(x") 

o sea 

/' Gdt ^ V(x') - V(x") ^ f Gdt 

Por oti'a parte, de dxp = vdt, que vale sobre Sp resulta dL(xp) = 
I V I d t , 

ü (x, cp , (u) dt / V '̂'(̂ r) ^ 
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|G| 
max ' i ^ L{Sr) ^ K I X' - X" I = K I h I 

X e Sp 

y del mismo modo 

I /""• 
luego 

= K I X' - x ' I = K I h I 

K| h I ^ V(x') - V(x") I ^ K I h I 

.^p 

o sea 
I V(x') - V(x") 1 ^ K | h I 

que, tanto si x' es x como si es x + h nos dá 

I V(x + h) - V(x) I ^ K I h I 

y esto prueba la continuidad de V(x). 

Cuando además de ser la función valor V(x) continua, es diferencia-
ble, puede enunciarse el siguiente 

Teorema. Si en un juego diferencial la función V(x) es diferenciable, 
el pago correspondiente a una trayectoria x(t) con to ^ t ^ tr , puede 
descomponerse en la siguiente forma 

ti 

^ [ x ( t ) ] = Vix") + r M dt 

t. 

donde x" = x (t„), M = M{<?,i^, x) = G + dtV/dt = G + \ " ^ ^ ^ 

La demostración es simple pues 

V(x") + /" M dt = VCx") + r G dt + 

"r„ to 

j d,V = V(x») + r G d t + V[x(tO] -

to t„ 
N 
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t 

- V[x(t„)] = H[x(t,)] + /" Gd t = ^ [x(t)]. 

Si denotamos por » y cij las estrategias óptimas 

3 = a(x), (I) = p(x) 

la fmieión M (tp., «>, x) anterior cumple las condiciones que señala el si
guiente 

Teorema. En las condiciones del teorema anterior la función 
M (tp.(|),x) posee las siguientes propiedades 

M (tp.iî . x) = O 

M ((p , (p, x) ^ O ^ M (cp , (u. x) 

donde cp y w son las estrategias óptimas de P y F. 
La demostración es igualmente sencilla pues para la trayectoria ópti

ma X (t) que va de x" = x (to) a x (t,) s -T se tiene 

^ (I (t)] = Vix") = Vix") + f M dt. 

'o 
luego 

t i 

/ Mdt = O 

' to 
y tomando t' de modo que t„ << f •< t, también resultaría 

t. 

/ Mdt = O 

t ' 

de donde se desprende que es M (© ,(¡J x) = O. 

Ahora de las desigualdades 

^ Ô p) ^ ^ (1) ^ ^ ( If) 

donde Xp, x , x^van de x(to) a los puntos Xp (ta), x (ti), Xp (ta) respecti
vamente, resulta 
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/ M(» , t !>,x)dt ^ O ^ / M ( c p , m , x ) d t 

to lo 

Como el lado izquierdo vale para todo <j) tomemos t' de modo que 
to < t' <C ta y a partir de t' hagamos <¡J = (5), con lo cual quedaría 

t ' 

/ M(cp . (¡) , x)dt ^ O 

t o 
y de ésta por seguir valiendo si se modifican a capricho t' y t,,, resulta 

M (tp, (u , x) ^ O; del mismo modo resulta 

Mítp.Ii^.x) > O, 

y el teorema queda demostrado. 


