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RESUMEN

En esta nota exponemos y analizamos varios criterios utiles que per-
miten garantizar el caridcter minimax de una estrategia en un juego
contra la Naturaleza, asi como la existencia del valor de dicho juego.
Al final de la misma se aplican a un juego en el que no existen estra-
tegias Bayes (ni puras ni mixtas) pero que si posee valor asi como
estrategia minimax, de riesgo no constante, para el decisor.

1. INTRODUCCION Y RESULTADOS PREVIOS

En algunos problemas de la Estadistica Matematica, Teoria de Jue-
gos v en general de la Teoria de la Decisién, no resulta sencillo probar
directamente el caracter minimax de un estimador, test, funcién o re-
gla de decisién o de comportamiento, o en general de una estrategia
perteneciente a un adecuado espacio de estrategias, por lo que resulta
util conocer criterios que garanticen el cardcter minimax de las mismas,
ya sean puras o mixtas. En esta nota exponemos y analizamos varios
de estos criterios, algunos de cuyos aspectos ya son conocidos en la
literatura existente y cuyas aplicaciones particulares en Estadfstica Ma-
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tematica pueden consultarse en los textos de Ferguson (1967) y Zacks
(1971) principalmente, asi como en un reciente trabajo que hemos lle-
vado a cabo. Para la terminologia basica y resultados generales, asi como
para su tratamiento especifico en dreas de la Estadistica Matematica,
podemos hacer referencia, entre otros, a los importantes libros de Wald
(1950), Blackwell v Girshick (1954), Owen (1968), De Groot (1970) y Vo-
rob'ev (1977), aparte de los dos citados anteriormente, y, en nuestro
idioma. a los excelentes textos de Rios (1976) e Infante (1976).

Designaremos con £ el espacio de estrategias del decisor, £* serd el
conjunto de estrategias mixtas {distribuciones de probabilidad sobre &,
supuesto que estd dotado de una apropiada ¢-algebra), @ el espacio de
estados de la Naturaleza, ®* el de las distribuciones a priori sobre ®
(supuesto que estd dotado de una o-dlgebra), L(§, e): ® X E— R la fun-
cién de pérdida y R(r, 8) la funcién de riesgo definida, para <= 8%,
ge E*, por: '

Rz, §) = f L d(~ x 8) (1)
Jext

supuesta dicha integral existente.

Si identificamos los estados de la naturaleza y estrategias puras con
las correspondientes distribuciones de probabilidad degeneradas, enton-
ces quedan perfectamente definidos los riesgos R(8, 3), R(z, €} y R(9, ¢),
con 0e®, te@*, eek v 8:£*, en particular el ultimo es L(6, e).

El siguiente lema establece un resultado que es bastante util en
Teoria de Juegos (ver Varob'ev {1977), por ejemplo).

Lema 1

Dados los espacios de estrategias mixtas E*, distribuciones a prio-
ri @ y funcién de riesgo R, se verifica:

a) sup R@ 8 = sup R(s, §), para todo 8e&*

0e® - -
b) inf R(x, €) = inf R{x, 8), para todo Te@*
eek SeE*
Demostracion

Es claro que: :
: sup R, 8) < sup R(x, ) (2)
2 T : :
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pues cada estado 8 puede identificarse con la distribucién a priori de-
generada en 8, y por otro lado se tiene:

sup Rfr, 8§ = sup

R®, §) < (df) < 3)
T <

fe®

< sup | sup R(8, &) dv = sup R(, 5)
T i} L

8

de donde se deduce el apartado a). Andlogamente se prueba el b).

2. ALGUNOS CRITERIOS NOTABLES

El siguiente teorema establece el criterio principal a partir del cual
deduciremos los demas.

Teorema 1

Si la estrategia 8.:E* es tal que existe una sucesién de distribuciones
a priori {t.} < @* verificando: '

sup R, 8,) << Ilim inf R(w, €)
%@ n—w« ek

entonces el juego (®*, £*, R) tiene un valor V dado por:

V=supR(0,5) = Lim inf R(ta, €
4] n—wo e

y la estrategia 8, es minimax,
Demostracicn

Designado por Vy V los valores inferior y superior de dicho juego
VEmos que:

V = inf sup R(x, §) < sup R(x, &) = sup R(@®, &) <
§ = < 9
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- < lim inf Ry, €) = inf  sup inf R(t, 8) <
n—w e m=21n=2m &

< sup inf R(ts, 8) <sup inf R(x, §) = VLV
n=1 8 T

por lo que todas las desigualdades de la cadena se convierten en igual-
dades, deduciéndose de ello el teorema.

Zacks (1971) establece un resultado similar para el cardcter minimax
de 8, aunque para ello incluye la hipétesis adicional de la existencia de
la sucesion de estrategias Bayes frente a la sucesién de distribuciones
a priori {t.}. Vemos pues que esta hipdotesis adicional es superflua y
por tanto el teorema puede establecerse y utilizarse sin necesidad de
tener que encontrar dichas estrategias o al menos probar previamente
su existencia; al final de la nota vemos un ejemplo para el cual éstas
no existen.

Proposicidn 1
Si 3, es Baves frente a 7, y 8.££* verifica:

sup R(0, 8) € lim R(xa, 6a)
9 n— o

entonces el juego (8*, &, R) tiene un valor V dado por:
V = sup R(8, 8.} = lim R{ty, 8z)

6 n—
y 8. es minimax,

Demastracién

Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

La parte relativa al caracter minimax de 8, es la que anteriormente
deciamos que venia establecida en el texto de Zacks. Con respecto a
este punto sefalemos que Ferguson establece el resultado suponiendo
que la sucesion de riesgos Bayes R(t., 8.) es convergente.

Proposicidgn 2

Si 8, es Bayes frente a t, y

sup R(®, &) < R(x,, 8:)
]



Note sobre algunos criterios relativos al cardcter minimax 173

entonces ] juego (8*, £*, R} tiene un valor V dado por:

V= sup R(ﬁ, 80) = R('CD, 80)
9

8, es minimax y 7, una distribucién menos favorable.
Demostracion

Resulta como consecuencia de la proposicién anterior sin mds que
tomar 8, = 8 ¥ t. = T, para todo n.

En frecuentes problemas ocurre que la estrategia minimax tiene ries-
go constante, esto es, independiente de cudl sea el estado 8 de la Natu-
raleza. Para estas situaciones se pueden utilizar los dos criterios prac-
ticos dados a continuacién.

Proposicion 3

LS

Si &, tiene riesgo constante R, (independiente de 8:®) y existe una
sucesion {<,} de distribuciones a priori de forma que:

R.< Iim inf R(t, €)
n—>® e
entonces el juego (8%, £*, R) tiene un valor V dado por:

V=R,= lim inf R, e)
n— o e

y la estrategia &, es minimax.
Lemostracicn

Se deduce inmediatamente del teorema 1 ya que:

sup R(®, &) = R, < [im inf R(z,, €) ‘
9 n—>w g

Proposicion 4
Si 8, tiene riesgo constante R, (independiente de 0:®), v es Bayes am-

pliada, entonces el juego (®*, E*, R) tiene un valor V=R, y & es una
estrategia minimax. ' ' . .
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Demostracion

Por ser 8 Bayes ampliada tenemos que para cada n=1, 2, 3...
existe una distribucién a priori 7. frente a la cual es (I/n)-Bayes, por
tanto: .

1
Ro = R(%n, &) < inf Rit, 8) + —
8 n

en consecuencia:

R.< Hm inf R(m, &)
n—sow [+

de donde sin mas que aplicar la proposicién 3 deducimos la 4.

3. EJEMPLO .‘
Tomemos £ y ® numerables siendo:
E = {eCh €1, €z, ---}
e = {06, 9, Ba:_ ) (4)

y como funcién de pérdida la dada por la tabla 1, que podemos expre-
sarla por:

n 1
n+1 n+1
uen, em)= (5)
n—1 1 1 1
+—=1—-—— 4+ — simz1
n m n m
Tabra I
L [ ey €3 €3 2 P
1 1 1 1
1 — 0+1 04— 0+ — 04—
2 2 -3 m
2 1 1 1 1 1 1 1
f2 — —+1 —+— —_—+ = — = | e
3 2 2 2 3 2 m
3 2 1 2 1 2 1
83 — _ 1 —_— — — o — _—t— | e
4 3+ 3 2 3 3 3- m
n—1 n—i1 1 }jn—1 1 n—1 1
fa n/(n+1) + 1 +— +— +— | e
n n 2 n 3 n m
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Vamos a ver que ¢ es minimax en la clase ¥, para ello tomemos
cualquier 8¢E* y seleccionemos 8, con probabilidad uno, entonces, de-
signando por 8; a la delta de Kronecker, tenemos:

1 ‘ 1 1
R(Bn, €n) = L(0a, €n) = (1 — Bom + (1 ——— + —) (1. — 8} =
n+1 n m
1 | 1
= — Bon + (1 — =} (1 —8m)}) 21— —— 6)
n+1 n n

por otro lado:

sup L(B,, e} = sup {1— y=1 N
n=1 nzl n+1
con lo cual, de (6) v (7) deducimos que
—_ , 1
lim  f R@ew > lm (1 ———) =
n—w m=0 n--» n

=1= sup L(en, eo) (8)
n=l

por lo que en virtud del teorema 1 podemos asegurar que el juego
(®*, %, R) tiene un valor V = 1 y que la estrategia, en este caso pura,
€, s minimax.

Este juego carece de estratégias Bayes, en efecto, sea + cualquier dis-
tribucién a priori, que seria de la forma general:

T T2 T ... T ...
1:—_-( (9
JIAY S N N |

designemos con N: @ — R la variable aleatoria definida por N(8.,) = n
v sea ET la esperanza matematica bajo la ley t. Es claro que como para

cada 7 existe algan =, > 0 se tiene:

—
=
-

1 ; .
. — <1 0

o<E

|

N 41
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con lo cual, para e, ex (con m =2 1), y 8:£* de la forma general:

PaPi P2 Pm ...
= ( ) (1)
€ € € ... € ...
se obtienen los riesgos:
" 1
R{t,e0) = \. L{fnedmn=1— E. (12)
z N+1

n=1

ot

1
R(T,em)=7 L, en)mn =14+ —— Et[ ! ] (13)
m N J

n=!

oo

R(t,8) = T R(<, ex)pn =

=

1
I——ET( )]pu+
N+1

— Pn —E, {—-—J] | (14)

Z

= p, E. [___,__} +1+N
N(N+1) L

m=1

En virtud del lema 1 y (10) el riesgo Bayes frente a + puede obte-
nerse de (13) minimizando dicha expresién respecto a m, con lo cual:

. e |1
inf R(v, §) =1—E_|__ (15)

LN

y este infimo no es alcanzable ya que dado 8e£* siempre existird al-
gin pm, > 0, siendo (14) estrictamente mayor que (15). Esto significa
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que ninguna distribucién a priori posee estrategia Bayes (ni pura ni
mixta), por lo que no podria ser aplicable la proposicién 1 para pro-
bar el caracter minimax de e..

Tarnbién podemos ver que para este juego no existe una distribu-
cién menos favorable, en efecto, por (10) y (15) es:

ing R(t, ) <1 (16)

para todo T; el supremo de (16) es justamente el valor inferior del jue-
go, V=1 (recordemos que este juego. posee valor 1), que al no ser al-

canzable implica la no existencia de distribuciones menos favorables.
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