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RESUMEN

En la Parte I del presente trabajo, utilizando el concepto de distri-
buciones truncadas obtenidas de una distribucién unidimensional de
funcién de distribucién F(x), se introduce el de funcién de medias y se
estudian sus propiedades. En las Partes II y III, limitandonos a distri-
buciones de tipo continuo y discreto respectivamente, se resuelve com-
pletamente la caracterizacién de las funciones de medias y el problema
de inversién de la transformacidén funcional que se estudia. En IV se
expone la relacién entre los casos continuo y discreto. Una generali-
zacién a dos o mds dimensiones la exponemos en la Parte V, estudiando
los casos continuo y discreto.

ABSTRACT

In Part 1 of the present paper and using the concepts of truncated
distributions from a unidimensional distribution F(z) we introduce the
concept of function of means and study its properties. In Parts II
and III and referred only to continuous and discrete distributions, we
solve completely the characterization of functions of means and the
problem of inversion for the functional transformation that we study.
In IV we show the relation between the discrete and continuous case.
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A generalization to two or more dimensions is exposed in Part V study-
ing the discrete and continuous case.

INTRODUCCION

En la Parte I del presente trabajo se introducen los conceptos de
distribuciones truncadas (I1) obtenidas de una distribucién unidimen-
sional de funcién de distribucién dada F(x), y el de funcién de me-
dias m(x) (12), construidas a partir de las distribuciones truncadas.

En los 1.3, 4,5 se ven propiedades generales de las funciones de me-
dias m(x) y por consiguiente condiciones necesarias para que una fun-
cién real dada pueda ser funcién de medias.

En lineas generales, el problema que se plantea consiste en buscar
respuesta a las siguientes preguntas:

a) ¢Cuales son las condiciones necesarias y suficientes para que
una funcidn real m(x) sea funcién de medias de alguna funcién de dis-
tribucién F(x)?

b) Si una funcién real m{x) es funcién de medias, ¢cual es la fun-
cién de distribucion F(x) de la cual procede?
La pregunta &) anterior lleva implicita esta otra:

¢} ¢Pueden dos funciones de distribucién dlstmtas prcduc1r la mis-
ma funciéon de medias?

Si las respuestas a estas preguntas asegurasen una correspondencia
biyectiva entre la familia § de las funciones de distribucién y la fami-
lia # de funciones de medias, habriamos establecido una caracteriza-
cién de las distribuciones mediante sus funciones de medias andloga
a la que existe, por ejemplo, entre las distribuciones y. las funciones
caracteristicas. ' :

Para abordar el problema planteado en los interrogantes a), b), ¢),
se ha estudiado ¢l caso de distribuciones continuas en la Parte II, y
después el de distribuciones discretas, Parte III, pues nos parece mas
facil el caso continuo que el discreto. Esta situacién paraddjica no es
unica en la Matematica, pues hay muchas ocasiones en que se presenta.

Una situacién que abarque a ambas soluciones discreta y continua
depende sin duda del concepto de producto-integral utilizado por V. Vol-
terra [32], G. Peano [19], N. Arley [1] y otros.

En la Parte IV exponemos la relacién de los casos continuo y dis-
creto. :

Una generalizacion adecuada a dos ¢ mas dimensiones es posible y
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es expuesta en la Parte V, estudiando también el caso continuo y dis-
creto. '

. Antecedentes de la férmula de inversién (I1.3.7) hemos encontrado
en’'L. Berzolari [2].

Un estudio m4s limitado y superficial ha sido hecho por nosotros [23]
con el titulo «Los momentos en las distribuciones truncadas».
Un trabajo analogo es el de P. Zoroa [34] que se refiere a la. me-

diana..
I. DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES TRUNCADAS

(GENERALIDADES
1.1. Distribuciones unidimensionales truncadas

Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad y X una variable alea-
toria real X : Q= R, con funcién de distribucién F definida por:

Fx) = Pl{w & X(w) < x)) = P(X(w) < x) RERY

Para cada x real.tal que F(x) > 0, el conjunto:
A= (w0 X(w)<x}eed ' (1.1.2)
posee una probabilidad positiva- P(A) = F(x) > 0, luego no hay dificul-
tad en considerar el nuevo espacio ‘de probabilidad (R, 4, Px) donde

para cada Ceed se define:

‘ ‘ P(ANC) :
PC)=PC/A) = —m—— ‘ (1.1.3)
: ~ P(a)

que son las probabilidades condicionadas por el suceso A. Con este

espacio de probabilidad (Q, o4, P») la funcién de distribucién de X=X(w),
que ahora puede recibir el nuevo nombre U = U{w) es:

Fu/x) = Pa({uef2: X(w) Su}j ="

P (X(w)<u, X{w)<x) 3 P (X(w)<min{u,x)) _ F (min(u,x})
P(X<x) B P(X(w)Kx) + - - "F(x)
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( F(u)
st o usx
F(x) ,
= { ' (I.1.4)
l 1 si u=x

Esta funcion de distribucién F(u/x), definida para F(x} > 0, dire-
mos que es la funcion de distribucion de la variable aleatoria X tfrun-
cada por la derecha en el punto x.

La condicién F(x) > 0 determina el conjunto:

D = {x: F(x) > 0} (I.1.3)

donde puede variar el parametro x que interviene en F(u/x).

Proposicicn 1.1.1. El conjunto D de (1.5) sélo puede ser unoc de los
tres intervalos siguientes:

(—e, +) , (o, +w) , [a+)

Demostracion. El resultado es trivial y se debe a que sélo existen
tres posibilidades:

1) que F(x) > 0 para todo x con lo cual D = (——oo + )

2} que sea F(a}) = 0 y Flee + h) > 0 para todo h > 0, valiendo en-
tonces D = (a, 4+ )

3) gue sea F(lu) >0 y Fla—h) =0 para todo h >0, resultando
D= [a, ).

Una vez definida la funcién de distribucién F(u/x) (14) a partir de
una variable aleatoria X vemos que esta funcién de distribucién F(u/x)
no precisa ya para nada del espacio de probabilidad original (0, <4, P)
que sirvié para definirla, pues queda determinada por la férmula (1.4)
en el dominio D (1.5), en que sélo es preciso manejar F(x).

En atencién a la observacién anterior, en lo sucesivo, dada una
funcién de distribucién F(x), estudiaremos la familia de funciones de
distribucién con el parametro x

F(u)

F(x)
Flu/x) = { . ) (1.1.6)

con x=D = {x: F(x) > 0}.
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pasando por alto el espacio de probabilidad (2, o4, P) que pudo engen-
drar estas funciones de distribucion.

Definiciones analogas a las distribuciones truncadas por la derecha
en el punto x son las siguientes.

Definicion 1.1.2. Si X es una variable aleatoria de funcién de distri-
bucién F(x), la funcion de distribucion de X truncada por la izquierda
en el punto x viene dada por

Flu/x) = Prob(X WX =
Prob(X < u, X = x) _

P(X = x)
| Prob{(¢)
=0 st ou<x
Prob(X = x)
= (1.1.7)
Prob(zx < X <u) F{u) — F(x—)
= si u=zx

| Prob(X = x) 1 —F(x—)
para xeD = {x: F(zx—) < 1} ().

Definicién 1.1.3. Dada la variable aleatoria X de funcién de distri-
bucién F, la variable aleatoria X truncada a ambos lados en los pun-
tos X, y (x < y) tiene la funcién de distribucién

Prob(x < X < min(u, y))

F(u/x,y) = Prob(X < XKy = =
i rodt wx v Prob(x < X<y)

[ P(¢)
PxsX<y)

=0 si u<<x

Px<X<u ) F{u) — F{x~)
Px<X<y)  Fly)— F(x—)

1 | si uzy

]

(*) F{x—) es la notacién para el limite por la izquierda:
F(x—} = lim F(u)
u—x
u<x
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donde o AU
(x, Y)E‘D = {(X y)sR" F(y) > F(x—)} : (L.1.9)

Oportunamente extenderemos estas 1deas a dos 0 mas d1men510nes
1.2, Funcidn de medias mx)

Sea F(x) una funcién de distribucién unidimensional.y F(u/x) la
familia de funciones de distribucién truncadas por la derecha, defini-
das por (1.4) en (1 5)

Si llamamos X a la variable aleatoria que tiene la funcién de dis-
tribucién F(x), la media de X truncada por la derecha en el punto x,
o, dicho brevemente, la media de la funcmn de distribucion F(u/x),
vendra dada por

mi(x)} = r u duF(ﬁ/x) | (1.2.1)

J (—eox
(para xeD)-

suponiendo que la integral (2.1) exista para x=D.

Esta expresién (2.1} evidentemente depende de x, el punto de trun-
camiento, por lo que (2.1) define una funcién m con dominio D que
en lo sucesivo serd llamada funcién de medias por truncamiento:por la
derecha de.la funcién F(x), o mas brevemente «funcién de medias».

Podriamos establecer esto de modo formal como sigue:

Deffnicidh 121 Déda“ la funcién .de distribucién unidimensional
F(x) llamaremos funcidn de medias (por truncamiento por la derecha)
de F(x) a la funcién m definida para xeD por:

f u - dF(u)
(‘—wyx]_

m(x) =_f u - dF(u/x) =" : (1.2.2)
: J (—ex] F(x)

en el supuesto de que exista la integral de Lebesgue-Stieltjes de (2.2)
(integral finita):

El caso de variables aleatorias truncadas por la izquierda es, en
cierto modo, simétrico del.anterior.y sus. propiedades serdn anélogas
en virtud de esta simetria, por lo que -sera citado de modo mas su-
perficial.
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-La funcién de medias por truncamiento por la izquierda se .obten-
dra utilizando la funcién de distribucién (1.7) y queda establecida en
la siguiente definicion.

" ‘Definicién 1.2.2. Dada 1a".'fi.mc'10n de - distribucién unidimensional
F(x), llamaremos funcién de medias de F(x) (por truncamiento por la
izquierda) a la funcién -

T o
u - dF(u)
J [x—,c0)
m*(x) = — , ‘ (1.2.3)
I — F(x—)

en el dominio 7
_{x F(x—) < 1} ‘ S (1.24)

suponiendo que la integral de (2.3) exista (sea finita).
En (2.3) la integral que interviene es

f Wudw
[x,e0)

donde pr es la medida inducida por F y puede también mirarse ‘como

lim udF(u) = [ udF(u)
[x—h,=) J [x=—y00)
h>0

Del mismo modo, se puede formular la siguiente definicién:

Definicién 1.2.3. Dada la funcién de distribucién. unidimensional
F(x} llamaremos funcién de medias de F(x) por truncamiento por am-

bos lados a la funcién
f -~ udF(u)
Ix—y) .

rrn(x,y)Q S (L.2,5)
F(y) — F(x—)

que queda def:mda en el d0m1mo D de (1.9). : :
Ahora podemos formular el objetivo del presente estudlo de un
modo mas técnico del que se expresé en la Introduccién.
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Sea F el conjunto de todas las funciones de distribucién unidimen-
sionales para-las que existe la integral (con valor finito)

f udF{u) (1.2.6)
(—=,0]

con esta limitacién existe la integral de (2.2) para todo x.
Sea M el conjunto de todas las funciones reales m{x) que resultan
por (2.2), o sea

A ={m: m(x) = ( udF{u)/F(x), xeD; FeF}

J (—=x]

y w la aplicacion de T en M
w:F— M (127D

definida por (2.2), o sea, m = w(F) es la funcién de medias de F, segin
la Definicion 2.1.

Entonces nuestro objeto es estudiar la aplicacidn w de (2.7).

Las preguntas formuladas en la Introduccién pueden replantearse
ahora de modo mas preciso.

a} Caracterizar el conjunto 4 por propiedades intrinsecas de sus
elementos m.

b) Problema béasico es el de obtener explicitamente w™, o sea, ob-
tener la inversa de (2.7), F = w(m).

¢} El problema anterior contiene implicitamente la cuestién de si w
es una transformacién uno a uno o inyectiva, pues de lo contrario,
dada una med#, w({m}) seria un subconjunto de ¥ no unitario en
general.

d) Otra cuestién es la de encontrar los transformados por w de con-
juntos distinguidos de &, por ejemplo, averiguar cual es el transfor-
mado de las funciones de distribucién continuas.

1.3. Acotacién y monotonia de la funcion m(x)

Mientras no se diga nada en contra, al hablar de funciones de me-
dias nos referiremos a las funciones de medias por truncamiento por
la derecha, o sea a (2.2). '

Proposicion 1.3.1. Sea med = w(T) una funcién de medias. En-
tonces el dominio D de m sélo puede ser de uno de los tres tipos
siguientes

(—,2) , (%) , [e=)
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Demostracion. Es consecuencia de la definicién 1.2.1.y de la Propo:
sicién 1.1.1.

~ Proposicién 1.3.2. Sea Fe¥ una funcién de distribucion . cualquicra
y m = «(F) su funcién de medias (2.2). Entonces se verifica para
todo xeD,

m(x) < x . - (L3.1)
con la unica excepcion del caso D = [a,%) en el cual vale .

m(x) < x ‘para X>a
m(x) =« para X=a (1.3.2)

Demostracién. En el caso D = [a,») ¥ x = o se tiene

J udF(u) ,
(—eo,e] a(F(o) — Fla—)

m(d_) == = = o
- Fla) . ~F(e)
y resulta (1.3.2) para x = ¢.

Exluido este caso, xeD implica la existencia de x&D, con x" < x,
luego

1 |
m(x} = ( udF(u) =
, F(x) J (—=x]
1 .
= ( f udF(u) + ( udF(u)) <
F(x) \J{—=x] J x.x]
1 |
< (x'F(x') + x(F(x) — F(x'))) <
F(x)
T '
< xF(x) + x(F(x) — F(x’)) ):
F(x) \

ya que F(x') > 0 por ser x'«D, obteniéndose por tanto (3.2).

Proposicién 1.3.3. En las condiciones de la Proposicion 1.3.1 ante-
rior, en los casos,

D=(a,») vy D=[a»)
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Se verifica para todo xeD . -
m(x) = e (13.3)

" En (3. 3)la 1gua1dad aparece sélo en el caso ‘D'—~ [a w) si F(x) Fla),
O sea, se tiene

m(x)=eu siysolosi F(x)=F(a) (1.34)
Demostracién. En el caso D = [a,), llamemos
A = {x: F(x) = Fla) > 0}

(este conjunto puede reducirse al con}unto ‘unitario {el).
Entonces si xeA ‘

1 1
mi{x) = f udF{u) = - af Fla) o Fla—)) = &
F(x) J (—eopx] F(x)

y queda probado (3.4). Excluido este-caso, si xeD vale
F(x) > F(a) >

y resulta tomando X con o < x’ < x, Fla) < F(x') < F(x) (existe un -tal
x" por la continuidad por la derecha en ),

1 S
m(x) = f udF(u) = f udF(u) =
F(x) J (—wxl F(x) J [ox]

| . ,
— udF(u) + ( udF(u) >
F(x) \J [ax] CoJea
l V .
> [aF(x') +x ( F(x) — F(x') )J >
F(x) C o
1 .
> (aF(x') +_a(F(x)-—l- Fx))=a o . (135)
F(x) /
o sed A
m{x) > a

y queda probada completamente la Proposicién.-
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Consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.2 y 3.3 es el siguien-
te corolarioc.

Corolario 1.3.1. En los casos
D=(n=) y D=la=)
se verifica que '

Im mx)=« (1.3.6)

X—>{1
Demostracién. Es trivial tomando limites en las desigualdades
oS mix) < x
que resultan de las Proposiciones anteriores.
Lema 1.3.1. Sea FeF, m = w(F), A y B dos nimeros reales tales que

AeD, BeD, A o en el caso D = [a,) (esta ultima equivale a m(A)-< A
por la Proposicién 3.2). Entonces se verifica la siguiente igualdad

A—m(B) F(A) (A—E)(F(B)— F(A))

—_ = (1.3.7)
A —m(A) F(B) (A — m(A))F(B) '
AKELSB o B<E<A
donde § est4 entre.A 'y B; y también -
A~ m(B) F(A) S
< (1.3.8
. A—m(A) F(B)
valiendo en (3.8) el signo de igualdad en los siguientes casos:
si. A<B siysélosi F(A)= F(B-)
si A=DB siempre
si A>B siy sélosi F(A—)= F(B)
Demostracion. Por ﬁna parte se tiene
[‘ udF(u) ( udF{u)
: J (~=0,A] - J (=Bl
m(A) = , m(B)= (1.3.9)

F(A) ‘ F(B)
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Suponiendo A < B, resulta de (3.9)

F(B)m(B) = F(A)m(A) + f udF(u)
(AB]

v sustituyendo

f udF(u) = E(F(E)— F(A))
(A,B]

con AKLELSB = -

resulta |
F(B)m(B) — F(A)m(A) = &(F(B) — F(A))
que restada a la igualdad
F(B)A — F(A)A = A(F(B) — F(A))

conduce a

F(B}(A —m(B)) — F(A) (A —m(A)) = (A —E) (F(B) — F(A))

de la cual resulta (3.7) dividiendo por (A — m{A))F(B) > 0.

Si fuese A > B de (3.9) resulta

F(AY)m(A) — F(BYm(B) = f udF(u)
J (BA]
y sustituyendo
| udF(u) = §(F(A) — F(B))
J (BA} .
con BLKEKA
resulta

F(A)m(A) — F(B)m(B) = §(F(A) — F(B))

(1.3.10)

(1.3.11)

(1.3.12)

(13.13) .

(I.3l.14)

(I.3.15)

(1.3.16)

que es la misma forma (3.12) vy junto con (3.13) conduce a (3.7).
Demostrada ya (3.7) se obtiene la (3.8) por ser el segundo miem-
bro de (3.7) siempre menor o igual que cero. En efecto, si A < B, vale

FA)SFB) , A<t
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por (3.11) y por tanto
(A—E)(F(B)— F(A)) <0
(A— m(A))F(B)
y resulta (3.8). Si A > B vale

(1.3.17)

F(B)<FA) , EA

por (3.15), luego también vale (3.17).

Probada ya (3.8), vamos a precisar cuando en esta relacion vale el
signo de igualdad y cuidndo el de desigualdad.

Para ello, volveremos a distinguir los dos casos:

1 A < B. Si F(A) = F(B) el segundo miembro de (3.7} es cero y
por tanto vale la igualdad en (3.8). Si fuese F(A)<« F(B) sera
F(B) — F(A) > 0 evidentemente, y ademas A < E, que se deduce de la
integral (3.11)

f udF(u) = §(F(B) — F(A)) > A(F(B) — F(A)) (1.3.18)

La altima desigualdad es consecuencia de lo siguiente: la continui-
dad por la derecha de F(x) en x == A asegura la existencia de un x
tal que

A < x’'< B,FA)< Fx") < F(B)
con lo cual

- _
f udF{u) = | udF(u) + ( udF(u) =
(AB] J (Ax7] J Bl

> AGF(x')— F(A)) + x(F(B) — F(x')) >
> A(F(x') — F(A)) + A(F(B) — F(x")) = A(F(B) — F(A))
y se obtiene la desigualdad de (3.18) y queda acabadoc el caso A < B:
2° Si A> B y fuese F(A—) = F(B) resulta para la integral (3.15)

&F(B)—F(A) = ( udF(u) = A(F(A) — F(A—)) =
J (BA]

— A(F(A) — F(B))
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que permite asegurar: o F(A) = F(B) y (3.7) es cero, o E=A y tam-
bién (3.7) es cero, luego valdra la igualdad en (3.8).

Por otra parte, si A > B pero F{A—)> F(B) valdra F(B) —FA)<
< F(B) —F(A—) < 0 v sélo nos falta demostrar que E < A, para com-
probar que (3.7) es negativa. .

Ahora, por la definicién de limite por’ la izquierda, existe un x’
tal que

B<x <A F_(B_) < F(x") g F(A—)

de donde para la integral (3.15) se tiene

E(F(A}—F(B)) = { udF(u) = [ udF(u) + f udF(u) £
L Je J ®x) ) Al

< X'(F(x }—F(BN)+ A(F(A)}—F(x")) <A(F(x)—F(B)) + A(F(A)—F(x')) =
= A(F(A) — F(B))

de donde se sigue E< A y queda probado que (3 7) es negativo y vale
la desigualdad en (3.8).
Como el caso A = B es trivial el lema queda probado en su to-

talidad.

Proposicion [.3.4. Sea FeF v m = u(F) entonces la funcién de me-
dias m(x) es creciente en sentido amplio, es decir,

. Xliq) LX< X m{X) < m(x)

pudiendo precisarse que el sxgno de igualdad en la ultima relacidon se
presenta si, y sélo si; : :

F(?ﬁ) = F(Xz)

Demostracion. Para el caso D=[a,0), x=a, vale m(x;)=m(z)=a
por la Proposicién 3.2 v por la Proposicién 3.3

m(x) 2 & = m(z) = m(x,)

valiendo el signo de igualdad si, y sélo si, F(x:) --”F(a) F(x:) como
especifica la misma Proposicién 3.3, luego la Proposicién es cierta si
xi=ay D=[ax) .



Funcion de medias de las distribuciones truncadas 17

Excluido este caso serd
m(xl) <X

y aplicando (3.8) del lema anterior con x: = 'A, x. = B obtenemos

1= F 1
w—mb) | Hx) si F(x:) = F(xo)
X — m(X1) F(xz)
Yy ‘ R
— F(x,
X: — mx) < (x) <1 st F(x) < F(xz)
X — mi(x,) F(x:)
luego si :
F(x;) = F(x;) resulta m(x,) = m(xg)
y si ' ‘ '

F(x) < F(x:) resulta m(xi) < m(xz)

quedando demostrada la Proposicién.

Obsérvese que si F(xi) = F(x:) resulta que F{x) es constante en
[x.%]; existe entonces un intervalo méaximo de la forma [p.q) o [p.q]
que contiene al [x;,x:] donde F es constante; basta tomar

p = inf {x: F(x)} = F(x.)}
q = sup {x: F(x) = F(x1)}

Este intervalo mdximo queda caracterizado por cumplirse
F(p—h) < F(p) = F(g—) < F(q + h)
para todo h > 0

Al hablar de los intervalos donde F es constante nos referiremos a
estos intervalos mdximos. Lo mismo debe entenderse al hablar de los
intervalos donde una funcién de medias m(x) es constante. El conjunto
de los intervalos donde F es constante es numerable vy su unién vamos
ahora a denotarla por C; evidentemente C es medible Lebesque (aun-
que su medida puede ser ).

Si es Pr la medida de probabilidad asociada a la funcién de distri-
bucién F es evidente que para el interior C° de C vale

PHC) =10
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pues se cumple para los intervalos (p,q) que componen C°
Pr((p.q)) = Flg—)—F(p) =0

Llamaremos punto de crecimiento de la funcién de distribucién F(x)
a un punto X, tal que

F(x, + h)—F(x,—h)>0 para h >0 (1.3.19)

y lo mismo para una funcién de medias m(x), x, seré de crecimiento
de m si

m{x; + h)—m(x,—h) >0 para h>0 (1.3.20)
Es inmediato de la Proposicién 3.4 el siguiente corolario

Corolario 1.3.2. Si FeF y m = w(F), los intervalos donde F es cons-
tante son'los mismos que los intervalos donde m es constante. Los
puntos de crecimiento de F son los mismos que los puntos de creci-
miento de m. ' :

Demostracién, Siendo [p.q) o [pq] un intervalo donde F es cons-
tante vale

F(p —h) < F(p) = F(g—) < F(q + h)
para todo h > 0
Es evidente por la Proposicién 3.4 que esto es equivalente a
m(p — h) < m(p) = m(g—) < m(q + h)
para todo h > 0
de donde resulta una parte del corolario.

También (3.19) y (3.20) son equivalentes por la Proposicién 3.4, de
donde resulta la segunda parte de nuestro Corolario 3.2, con lo que
queda éste demostrado en su totalidad.

Es evidente que el complementario de €° es el conjunto de los

puntos de crecimiento de F, para el cual se tiene

Pr{—w,0)—C) =1
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1.4. Continuidad de la funcidn m(x)

Proposicién 1.4.1. La funcién de medias me# es continua por la
derecha para todo xeD. ‘
Demostracidn. Debemos ver que

Iim (m(x 4+ h)—mx))=0 " (14.1)
12

Pero se tiene (todos los limites son por la derecha para h —0).

f udF(u) f udF(u)
(—eo,x0+h] {—o0,%0]

lim(m( + h)—m(xs)) = lim ( _ ) -
F(x+h) F(xo)

lim f udF{u) ( udF(u)
(—DO,XD—I—h] J (—w,Xn] .

lim F(x,+h) . F(xo)

- (f udF(u)-f : udF(u)):O -
F(xo) \J (—e0.%0] J (—eo.xd]

y queda probada la Proposicién.
Para los limites por la izquierda da informacion la siguiente Pro-
posicion.

Proposicion 1.4.2. Si es m = w(F), los puntos donde F es continua
son los mismos que los puntos en que m es continua.

Debe notarse, sin embargo, que en el caso ‘D = [a,0) F es discon-
tinua en « con el salto : :

Flo) — Flo—) = F(ot) > O

pero m {que es continua lateralmente por la derecha) no estd definida
para x < « por lo que no posee salto.

. Demostracién. Excluido el caso x = a y D = [a,=) de la nota an-
terior se tiene para xe’D, (algiin x, — heD)
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f udF(u) f udF(u)
(—ex] ) (eexe—h]

lim{m(xe}—m(x—h)) = lim ( : — ) =
h—0 F(x,) l F(x—h}
h>0
[ udF(u) J udF(u)
J {~c0,%0] ] {(—o0Xa]
= — (14.2)

Si es x; un punto de continuidad de F(x) vale

E(xaf)%F(xO) ; ( - udF(U)='f - udF(u)-

J (—'-oo,xgl] —en,Xo
y resulta cero el limite (4.2), luego un punto de continuidad de F lo
es de m. ' '
Sea ahora x, un punto de discontinuidad de F llamemos

Fx)— F(xe—) = § > 0

y poniendo para abreviar

I= [ udF(u)
J (= xo) ‘

resulta
f (_‘&JXO]' udF(w) = 1+ xb a4
luego el Iimite'-(.4.2) es
I+ x5 I _ I(F(%¢—} — F(%o)) + Xe8F(xo—) B
F(xs) Fm) . F(xo—) F(xs)
SFe—)—1)

(1.4.4)
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por tanto, segun esta ultima expresién, para ver que X es un punto de
discontinuidad de m basta ver que xF(x—) > I.
De las hipdtesis referentes a %D (excluido el caso D= [a,m®) Xo=a)
resulta que existe un x—h tal que —
h>0 , 0< F(x—h) < F(x)

y obtenemos

1=f udF(u) = f © 0 udF) + f udF(u) <
J {0 X0} (—s0,%0—h] (xo—h,x0)

< (%0 — h)F(xo— h) + xo(f_"(xo"") — Fxe—h)) <
< %oF(%0o— h) + xu(F(%e—) — F(xo — h)) = xF(xe—)

osea I < XoF(Xu-—),. con lo que queda demostrado lo que se deseaba.

1.5. [Integrabilidad de d?n(x)/(x;m(x))
Lema 1.5.1. Sea m = oF), asD, m(a) < a. Entonces vale

inf (x—m(x)) =K >0 - (1.5.1)

X=a

Demostracion. En prlmer lugar buscaremos un entorno de + o don-
de la  acotacidén quede asegurada. :
Para cualquier x > a vale

F(a) - . . ~ . .
(x —m(a)) (1.5.2)
F(x) : .

X —m(x) >

que resulta de (3.8) con A=1x, B = a.
Evidentemente es posible eleglr un namero b > a tal que se ve-
rifique : - '
F(a

(x — m(a)) > a—m(a) 3 : '(1.5.3')
F(x)

para x=b
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pues el limite del miembro de la izquierda de (5.3) es infinito si x = + <.
De (5.2) v (5.3) resulta

. x—rﬂ(x) >a—mfa) paraxz=b

Segun esta ultima propiedad, todos los valores de x — m(x) en [b,)
son mayores que un valor de x —m(x) en [ab], a saber el a— m(a),
luego

inf (x—m({x)) = inf (x—m(x))
xX2a assx<hb

y, por tanto, para demostrar (5.1) es suficiente demostrar que

inf (x —m(x)) = K > 0 ‘ (1.54)

[2b]

- Supongamos que {xn} es una sucesién con x:£[a,b] para todo n,
tal que

lim (x, —m(x)) =K

Podemos suponer (xn) convergente, o sea,

lim x» = xee{a,b]
o
pues de lo contrario se tomaria una subsucesién convergente.
Si (xu) contiene infinitos términos Xn, = xp resulta

X — m(xs ) —> %o —m(xe) = K > 0

por la continuidad de m por la derecha, y queda probado que K > 0.
De lo contrario habré infinitos términos xm < % y resulta

xmtﬂm(xmi)»xo—-m(xa—) =K 2 X—mix) >0

con lo que queda demostirado (5.1) y (5.4).

Lema 1.5.2. Si m = w(F), aeD, m(a) < a existe un h > 0 tal que
para todo x',x”, si :
A<y L'<Y +h (1.5.5)
se cumple

¥—mx™>h {1.5.6)
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K
Demostracién. Sea K el mimero del Lema 1.5.1 anterior v h= —.

2
Entonces si

a<x<x"<x+h
se verifica X —x">—h ¥ también
xf_m(xn) — (x;___xﬂ) + (xft_m(x”)) > _h + K = h

y queda probado el Lema.

Lema 1.5.3. Sea m = w(F), asD, m(a) < a. Para cualquier sucesion
monétona creciente con limite infinito

a= X, xﬂ., Xs, - Xy, -oe

{Xn < Xn41  todo n)

la serie

® m{Xe+1) — mx;)

N (1.5.7)
Z Xier — _l‘n(X1+1)
1=
es convergente. .
Para alguna sucesién mondtona creciente con limite infinito
a=Xi, Xz, X3, ..., Xn, ..s
la serie
m(Xs41) — m(xt)
(1.5.8)

X — m(X;.)
1=1

es convergente.

Demostracién. Para la primera parte del Lema se tiene de (3.8) con
A= Xi+1, B =x.

X4 — miX;) < F(X141)

Xip1 — M(Xs41) = F(x)
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y por tanto

Xip1 — m(X1) ) F(x141) F(Xn+1) 1
s | S
1= Xiy1 ~=— m{X141) ! F(xi1) _F(Xl) F(x,)

luego es convergente el producto de términos mayores que la unidad
(0 mejor, no menores que la unidad)

=[]

i

Xion — m{xy) m(Xi+1) — m(xg)
(1 + )

K41 — MKy ) Xirr — M(X541)

y por tanto convergente la serie de términos positivos (5.7), quedando
demostrada la primera parte del Lema.

Para la segunda parte, sea h el nimero ‘que interviene en el Lema 5.2
y la sucesién

A=x <R <K< ..
elegida de modo que x..—x < h para todo i. Tendremos

M) —mee)  mxe)—me)  (0Ke) — m(x)) (K — x9)

X — m(X1) Ko — (% + 1) (x — m(x.0)) (Ko — mixia))
y aqui, haciendo intervenir las acotaciones

xm—x1<h , x—m{x+)>h,

1 1 Xip1 — Xy
—_— e, — ]
x—m(x) h Xi— m(Xi1)

queda

m(Xy41) — m(x;) m{xs4: ) — mixy) ‘ m(Xn-l) —‘m(xi) i

X m(xl+1) Xiz1— m(xi+1) iy — H(Xs41)
luego | -

m(x;+1) - m(X1) ’ m(xl+_1) - m(xl)

X —mE+) X — m(Xi)
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y por tanto la serie (5.8) tiene como mayorante la (5.7) multiplicada
por 2, por lo que (5.8) es convergente y queda demostrado el Lema en
su totalidad.

Teorema 1.5.1. Si es m = w(F), aeD, 'm(a) < a la integral de Le-
besgue-Stieltjes : ,
dm(x)

J x — m(x)
(a,e0) o .
tiene valor finito.

Demostracién. La funciéon x — m(x) es medible Lebesgue (es de
variacion acotada) v positiva en (a, ). Lo mismo le ocurre a su inversa

(15.9)

. 86lo falta comprobar la finitud de la integral (5.9).
X — m(x) i . - ‘ :

El Lema 5.3 en su segunda parte asegura la existencia de una su-
cesion
a=xX < X< X< .

para la cual la serie (5.8) es convergente.
Como la funcién

x — m(x)
cumple la acotacion
1 . 1
<
x—m(x) K

0<

en el intervalo (a,x.] segun el Lema 5.1 y la medida asociada a m, pn,
nos da un valor finito como medida de (a, x,,]

[J-m((a Xu]) = m(xn) - m(a)

resulta que existe la integral (con valor finito)

f dm(x) ‘_T ( dm(x) -

I x — m(x) u'_“'l' 0 x — m(x)
J {axa] =) (., ‘(L+l]

(15.10)
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pero para x: < X % X4y vale

m(x) < m(x) < m(Xi,1)
luego

—m(x} 2=z — m(Xi.)
que sumada con x > X; nos da -
Xx—m{x)Z2x—m(x,,)=2h>0

(en esta uitima se utiliza e] Lema 5.2)
y por tanto
1 1

<
x — m(x) X5 — m(Xa41)

desigualdad que llevada a (5.10) nos da

dm(x) \ { dm(x)
J x—m(x) j x—m(xi)
{a,Xa] =1 _ (x1,X141]
o m{xi,1) — m{x;) m{Xi1) — m{x)
= < <
Xy -— m(Xi+1) ‘ Xi— m(xi-i-l)

1 1

y esta acotacién, como X.-> «, nos da la finitud de (5.9).
El Teorema 5.1 deja sin contestar lo que le ocurre a la integral

dm(x)

{I.5.11)
x — m(x)

Ello requiere un nuevo estudio.

Lewma 1.54. Sea m = w(F) para' Fe¥F y aeD.
12 8i D = {(—=,») existe una sucesién mondtona decreciente

a=Xi>Xe>X > ..
para la que se verifica

limxxn=— =
n . (1.5.12)
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Xo41 — M(Xas1)

I
8

lim
o XKn = Xn41

22 8i D = (a,») existe una sucesién mondtona decreciente
a=xXx>X>X> ...

para la que se verifica

Iimxn = o
n
Xn41 — M(Xop)
im T B (1.5.13)
T Xo — Xn41

Demostracién. Partamos de cualquier sucesion

Zh=a>n >Zx > ...

que supondremos cumple con

limz, = — = en el caso 1.°
n

(1.5.14)

limz, = & en el caso 2-°
n

pues practicamente el resto de la demostracién es el mismo. -
Construiremos una nueva sucesién del siguiente modo.
Podemos mantener

= , Xx=1
sin introducir en el intervale (z:, z) nuevos términos.

En el intervalo [z, z.] la funcién x — m(x) por el Lema 5.1 cumple
una acotacién de la forma

x—mE)=K en [z, z]
Si se divide el intervalo [z, z] en p partes iguales por puntos

Z: = ¥p < yp—l.< Yp-z< v <}’1 <)’0 =7
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valdra e
: T
Yr— ¥Vra1 = h=
p

pero el nimero p puede ser elegido de modo que

K pK
- > 2
h Z; e Zy

con esta condicién, para todo xe[z;, 2] se:'cumple
X —m{x) KL
> >2
Yo — Yra1 h

conseguido esto, llamaremos
Xe = Yo , X = ¥i, oo, Xpr2 = Yp = 22

con lo que hemos construido nuestra sucesién hasta el término Xpia.
En el intervalo siguiente [z, z;] volvamos a llamar K a un numero
tal que x —m(x) = K y podemos introducir g nimeros equidistantes.

L= <tia<. .. << ti= 2

de modo que

. Zy—1Zy
t—te=h=—0
. q . P . ~
pero el nimero q puede ser elegido de modo que para xe[zs, z.]
x — m(x) ' qK i
> >3
tr ""'"‘.tr+'1 L1 — Z-S )

conseguido esto, llamaremos

Xpez = Zp =T
Xpsz = T i

Xprerqg =-lg = 2o ¢
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‘Seguiremos de este modo extendiendo nuestra sucesion de forma
que para xe[zn, zn.:] valga -

X — m(x)
————— >N
Xe— Xrst

para x.€[zx, zns1].
Es evidente que cada x..: asi formado pertenece a un intervalo
[zn, Zn.1} v %o al intervalo [z, zu_.] con lo-cual

Xoyr — m(xn+l)
. >N

Xn — Xn+1

de donde resultan las segundas relaciones de (5.12) v (5.13); teniendo
en cuenta, ademas, que la sucesién monétona (x,) contiene a la sub-
sucesidn (z,) para la que vale (5.14); también valen las primeras de (5.12)
y (5.13) v el Lema esta completo.

-Lema 1.5.5. Sea m = w(F) para un FeF y aeD.

e Si D = (—22,=), para cualquier sucesidn

A=X > XX > ... (15.15)
que cumpla con
limx, = — (1.5.16)

se verifica que la serie

i

m(x) — mi( X141) ’
. es divergente (I.5.17)

.xi+1 ——m(xi+1)

1=l

También existe alguna sucesién (5.15) que cumple (5.16) y tal que
la serie

N mix) — m{xi.)
a

Xi — m{Xe;1)

(I.5.18)

es divergente.
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2° 8i D = (a,») para cualquier sucesion como la (5.15) que cum-

pla con
Iimx, = & (1.5.19)

se verifica que la serie (5.17) es divergente.

También existe alguna sucesién (5.15} que cumple con (5.19) y para
la que la serie (5.18) es divergente.

Demostracién. Sea (5.15) cualquier sucesién mondtona decreciente
que cumpla (5.16) en el caso 1° y (5.19) en el 2. Se verifica, indistinta-
mente, aplicando (3.8) con A = xi.1, B = x4

K11 — m(x;) < F(xi41)

=
Xiz1— Il’l( xi+1) F(xl)

" Xyp1 — m(x) F(xa)
<

T -
1= Xip1 — m(Xim) F(xl)

y haciendo tender n a infinito, como F(x.) tiene de limite cero (tanto
en el caso 12 como en el 2° por (5.16) o (5.19)) resulta que diverge
a cero el producte infinito

Xia — (%)

1

® I—n(xi) —_— m(m+1)
(- )
Xjp1 — m(X1+1) ! Xjp1— m(X1+1)

que prueba la divergencia de la serie {5.17) en los dos casos 1.° y 2.°
Sea ahora una sucesién (5.15) que cumple la condicién adicional

Xp+1— M{Xn41)

lim 4 = ' (1.5.20)

Xn— Xo+1

lo cual es posible por el Lema 54 segin (5.12) y (5.13). Para esta su-
cesion (x.) (5.17) es divergente, pero el cociente de un término de {5.18)
por el correspondiente de (5.17) es

m{x;) — m(Xi,1) ' m(x) — m{xi.1)

Xl"“—'m(XiH) - Xi+1 f-m(xin)
Xig1— m(le) 1
_ = —1
(Xi —_— X;+1) + X1 — m(X|+1) Xt — Xij41

+ 1

Xip1 — m(x1+1)
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habiendo utilizado (5.20); por tanto, las dos series (5.17} y (5.18) tienen
¢l mismo caracter, o sea, (5.18) es divergente y la demostracién esta
completa.

Teorema 1.5.2. Si es m = w(F) en los dos casos D =(—x,») y
‘D = (a,%) la integral de Lebesgue-Stieltjes

[' dmix)

X —mix)

(1.5.21)

se hace infinita.
Demostracion. Basta demostrar que para cualquier asD se hace in-
finita la integral

{ dm(x)
(1.5.22)
x — m(x)
J (—>,al
en el caso 1.°, o la
dm(x)
(1.5.23)
x — mix)
(v,a]

en el 2° En virtud del Lema 5.5 elegiremos una sucesion (5.15) que
haga divergente (5.18) y que cumpla (5.16) o (5.19) segiin los casos.

La integral
{ dm(x) { dm(x)
| T e

| X - m(x) x — m(x)
J (Xn;a] =1 J (XHI,KI]

existe y es finita para todo n; pero se tiene para
X <XKx , mEn) < mx) < mix)

1 1
0 <x—m(x) < x— mi(xis1) ,

X — m(x) ~ x— m(Xi-.l-l)
y por tanto
{ dm(x) m{x) — m{Xi.1)
[ >

|
J (X141,%1]

=
x — m(x) X1 — mM(Xi1)
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luego sumando desde i=1 a n—1
n-1

{ dm(x) m(xs) — m(Xi1)
’ e
| x — m(x)
J (xa,a]
y. haciendo tender n a infinito resulta que (5.22) y (5.23) es infinito,
y (5.21) también lo es, con lo cual queda acabada la demostracién del
Teorema.
Nos queda el caso D = [a,%) en que, contrariamente a lo que ocu-
rre en los casos ‘D = (—oo w), D = {g,x), la mtegral (5. 21) es finita.
Comencemos por el siguiente Lema.

X — M X(41)

Lema 1.5.6. Sea FeF, m = w(F), D = [a,2)} v aeD tal que m{a) < a
(o lo que es lo mismo a > a). Entonces existe una sucesién monotona
decreciente

a=3xX > Xa>Xs>....

con las siguientes propiedades
12 limx, = (1.5.24)

22 Xep—m(x:) > 0 , ~ (1.5.25)

=3

m{Xr) — mM(Xrsx)
3= (1.5.26)

Xry1 — m(xr):

r=i

es una serie convergente.
Demostracion. Vamos a definir la sucesidn (x:) de la siguiente
forma ’ '

, . Xn + m(x.)
Xx=a Xnpg = ———r——————— (1.5.27)
2
con lo cual ‘

Xn + m{Xn) Xo + Xn

KXoyt = < = Xn
2 2

Xo + m(Xa) o+ o

Xpy1l = = > - =

2 2
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que prueban, por induccidn, que la sucesién estd bien definida y es
monotona decreciente.
Si su limite es b se tiene de (5.27)

b + m(b)
b =—2-—— , beD = [a,»)

o sea, b = m(b), luego b = ¢ y queda probado (5.24).
Ademas

Xrp — M(X:) = _E:Ti_.m(xr) = Lzrn(xr.)_ (1.5.28)

que es positivo y resulta (5.25).
Ademas, para las medias en X ¥ X1 aplicando (3.8) con A=x;, B=xa
resulta

Xy — m(Xr+l) < F(Xr)

x,--m(xr) h F(xr+1)

n-1

Xe—M(Xer) o Flx:) F(x1) F(x,)
< <

f—m(x) " F@w)  Fx) | Fa)

-1

i

i

(X} — m(Xe1) F(x:)
( 1+ ):{
Xr — m(X:) F(a)

luego es convergente el producto infinito

= m(Xe) — M(Xe41) F(x1)
( 1+ )s
Xr— m(Xr) F( u")
y por tanto la serie

N mix)— m(xr;l)
7/

% — %)

(1.5.29)
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también es convergente, pero el cociente de un términc de (5.26) por
el correspondiente de (5.29) es

m(xr)'—m(xr+l) m(xr) _— m(_xr+l)

Xro—miX:) L Xr—m(x)

como se sigue de (5.28), lo que prueba que (5.26) es también conver-
gente, y el Lema estd completo.

Teorema 1.5.3. Sea FeJ, m = w(F) y D = [a,ooj. Entonces la inte-
gral de Lebesgue-Stieltjes . -

tiene valor finito.
Demostracién. Bastara demostrar la finitud de

't dm(x)

| —_— con a>a
l x — m(x)

J [0al

habida cuenta del Teorema 5.1.
Si utilizamos la sucesién (x,) del Lema 5.6 tenemos

n—-1
( dm(x) { dm(x)
| - | ——— (L5.30)
X — m{x) ' | X —m(x)
(xn,a] LR N ¢ S 5
pero para X€(X:..,X.] se tiene .
X > XKyt ,

—m(x) > —m{x) ,
X — m(x) > Xett _l_‘m(xr) > 0 s

i 1

<
x — m(x) Xr41 — M(X:)
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I{' " dm(x) { dm(x)
—_— =

| x—m(x) . | Kror— X}

J (Krax:] - J Kenx:]

. _ m(x;) — FI(Xr+l) . (-1.5.31)
Xril —-"r'n(xr) )

por lo que llevando la acotacién (S'.31)'a {5.30) resulta

r dm(x) T m{x;) — m(Xr.1)
l —_—=</ <
l X— I'l'l(X) o Xrsg == m(xr)

J (xnal ! '

L-+]

Z m(x, ) — m{(Xc:1) ‘
< : (1.5.32)

Xry1 — M(X:)

1

y como esta serie es convergente por el Lema 5.6 resulta tomando limi-
tes para n—> o en {5.32) :

[ dm(x)
< o
: x —m(x)
J (wal
¥ por tanto
dm(x)
< oo
x — m{x)
J [oal

que es Jo que se queria demostrar.

1.6. Conjuntos especiales de funciones de distribucion

En el conjunto § de funciones de distribucién hay conjuntos espe-
ciales o distinguidos que por w se transformaran en conjuntos de
que podradn ser caracterizados de alguna forma.

Por ejemplo, las funciones de distribucién continuas constituyen
un subconjunto F. < F al cual le corresponden las funciones de me-
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dias continuas que forman el conjunto #. c # (Proposicién 4.2) y su
estudio sera objeto de la Parte II. ‘

Las funciones de distribucién de tipo discreto componen otro con-
junto ¥4 = F que serd estudiado en la Parte IIL

Las funciones de distribucién F con media finita

-]

a= | udF{u) (1.6.1)

J—e

constituyen un conjunto ¥, ¢ ¥ y el conjunto w(¥F,) estd formado por
las funciones de medias m acotadas superiormente conforme afirma el
siguiente enunciado.

Proposicién 1.6.1. Una funcién de distribucién F tiene media (6.1)
finita si, y sélo si, su funcién de medias m = w(F), es una funcién aco-
tada superiormente.

Demostracion. Si vale (6.1) existe el limite finito

X

| udF(u)

—

I
©

lim m(x)= lim °
X=>+ 00 X—+ 0 F(x)

y como m(x) es monotona creciente, vale

m(x)< lim m(x)'=a
X=3+ o0

para todo x, luego m es una funcién acotada superiormente.

Reciprocamente si
X

m(x)= [ udF(u)/Fx <K

J—=

r udF) K KFx) <K (1.6.2)

J—=

luego tomando limites en la funcién monotona acotada de la izquierda
de (6.2) resulta
oo X

{ udF(u) = lim | udF(u) <K

x=+a |

J—= J—e
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y queda probado que F posee media finita, con lo que se completa la
Proposicion.

Uno de los criterios para clasificar las funciones de distribucion
es el de atender al conjunto D que forma el dominio de su funcién
de medias, es decir, para cada FeF vale

a) D=(—w,n) Si F(x) > 0 para todo x

b} D ={(a,=) si e)=0 ¥
F(e + h) > 0 para todo h>0

c) D=1[ac%) si Fla) > 0 y
- . F{a —h) = 0 para todo h> 0

Podemos llamar F, al subconjunto de F formado por las funciones

de distribucién para las cuales D = (—e,%), F, al conjunto de las -
funciones de distribucién para las cuales D = (g, ), y finalmente EF;

al formado por las funciones de distribucién cuyo conjunto es D=[a,»).
Es facil ver que estos conjuntos son disjuntos y que

F=F_U(U FHU(U F)

a [ ]

Es también claro que son disjuntos todos los conjuntos que resultan
de los anteriores

M, = w(F,)
"’“ﬂ = m(f&"a)
M = ofF)

¥ que
M= MUY HHUU )
o . o

o

Definicion 1.6.1. Dada una funcién de distribucién y un nimero
real cualquiera ¢, llamaremos traslacion T. de F a la funcion de dis-
tribucién

F} = TcF
definida as{ A
F.(x) = F{x—c)

Podria también decirse que si la variable aleatoria X tiene de fun-
cion de distribucion F, entonces la variable aleatoria X + ¢ tiene de
funcién de distribucién T.F.

Analogamente se puede definir en # una traslacién del siguiente
modo.
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" Definicidn 1.6.2. Sea c un numero real cualquiera. La traslacion t:
es una transformacion de 4 definida asi: para cada mes# con domi-
nio ‘D, t.m = m, consiste en la funcién de medias tal que

mx) = m{x—c)+c para x£D + ¢
(el dominio de tim es por tanto L + c).
En esta definicién queda pendiente de comprobar que t.mss, Io

cual resulta de la siguiente Proposicién.

Proposicidn 1.6.2. Sea m = w(F); entonces tem = w(T.F).
Demostracidon. La funcién de medias de T.F estd definida por

[
f ud(T.F)(u) r udF{u—c) | (u—c)dF(u—c)
J (=0 .x] J (—ex] J (== x]
= = +
(T.F)Xx) F(x—<c) F(x—c)
[ o
| cdF(u—c) | tdF(t)
J (~=x] ' J —ox—c]
+ = - + ¢ = m(x—c) + ¢
F(x—c) F(x—c)

que de acuerdo con la definicién antermr es tem.
Es facil ver, por tanto, que

T(5.) = 5.
T (Sa) = Foie
' Tz(fF Y= F_

ate
y que el conjunto T. es un grupo,
- © L Te Ter = Teye

Para el estudio de las relaciones entre FeF v m = w(F)ett, bastana

por lo anterior, limitarse a los casos
FsF,. , FeF, , Fefb‘"a

1.7. Condiciones necesarias para que una funcicn sea funcidén de medias

En los parrafos anteriores hemos encontrado propiedades de las
funciones de medias m(x) que permiten formular condiciones necesa-
rias para que una funcién real dada m(x) sea una funcién de medias.
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Estas condiciones necesarias deben de ser formuladas, por supues-
to, como propiedades intrinsecas de las funciones m a considerar, es
decir, deben ser formuladas como propiedades que se expresen sin que
intervenga en su enunciado la funcién de distribucién F(x) de la cual
pueda proceder. .

De este modo podemos enunciar la siguiente Proposicién.

Proposicion 1.7.]1. Sea m una funcién real cualquiera. Condiciones
necesarias para que m sea una funcién de medias son las siguientes.

1* El dominio D de m debe ser de una de las formas siguientes

(—e,20) , (a,») , [a,«)
2 a) SiD=(—w,»)
m(x) < x para todo x€D
h) Si D ={a,x) '
o < m(x) < x para todo x€D
C) 51 D= [O’.,oo)
o Xmx) < x para todo x€D — {a}
mix)=a para x = o

3* m es una funcién monotona creciente en sentido amplio, es
decir:
si” €D y x <x entonces m(x1)= m(xz)

4° m es continua por la derecha para todo x€D.

5 8i para 2a€D vale m(a) < a, la integral de Lebesgue-Stieltjes

[ dm(x)
| x —m(x)
J (a=)

es finita.

62 Si D=(—w,0) 0 D=_(am)la integral de Lebesgue-Stieltjes
{ dm(x)

| x—m(x)
JD '

es infinita.
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Si D = [a,%) la integral de Lebesgue-Stieltjes
[ dm(x}
|  x—m(x)

JD
es finita. ‘

Demostracién. Las condiciones 1.* y 2.* resultan de las Proposicio-
nes 3.1, 3.2 y 3.3. La condicién 3.° resulta de la Proposicién 3.4. La con-
dicién 4.2 resulta de la Proposicién 4.1. La condicién 5.2 es consecuencia
del Teorema 5.1. La condicién 6. es consecuencia del Teorema 5.2 y del
5.3, quedando completa la demostracién.

Sea 4’ el conjunto de todas las funciones reales m que poseen las
propiedades 1.* a 6.* de la Proposicion 7.1 anterior. #*,,, #'a, J{'; seran

los subconjuntos de #’ cuyos elementos m son funciones con domi-
nios (—,®), (a,%), [a,%) respectivamente,
El enunciado de la Proposicién 7.1 es simplemente la relacién

Mo M (1.7.1)

Si las propiedades 1 a 6.* de la Proposicién 7.1 fuesen necesarias
y suficientes para que una funcién m fuese funcién de medias, la rela-
cion (7.1) se convertiria en

M= M : ‘ - (L7.2)

Mas adelante se probara que esto no es cierto, es decir, la igual-
dad (7.2) es falsa. En efecto, se demostrarid que

M M £ D . (1.7.3)
Proposicion 1.7.2, Sea FiJ, y m = w(F); entonces se verifica que

lim F(x) m(x) =0 (1.74)

Xe——00
Demostracién. Es trivial, pues

Fx)m(x) = {r udF(u)

J (w0 x]

[
lim |} udF(u) = 0

x=>—o0 f (—e0x]

lo que prueba la Proposicién.



Funcién de medias de las distribuciones truncadas 41

La Proposicién 7.2 no determina una condicién necesaria intrinseca
para que una funcién arbitraria m(x) sea una funcién de medias, por-
que exige en su enunciadeo el use de su funcidn de distribucién F, lo que
ya es suponer que msJ4. De igual modo no lo serfa la condicién

lim [m(x) (&(m)) (x)] =0 (1.7.5)

X——2=c0

pues w'(m) no tendria sentido a menos que meA y volvemos a caer en
un circulo vicioso. '

Pero si fuese posible definir una expresidon explicita E(m) para
me#’,,, de modo que en £, se cumpliese E(m) = w(m) entonces

lim (mE{m)(x)=0 {condicién 7.2) (1.7.6)

Ky )

3 + -l o o - 2
serfa una condicién necesaria que agregada a las condiciones 12 a 6.
nos determinaria un conjunto 4" de modo gue

Mo MM (L.7.7)

La condicién 7. ser4d independiente de las seis anteriores si proba-
mos gue

MM A (1.7.8)

Las condiciones 1® a 7.2 serdn necesarias y suficientes para que
meEA si

M= M (1.79)

Posteriormente volveremos sobre estas ideas.

II. DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES CONTINUAS. INVERSA
DE w EN ESTE CASOQ '

I1.1. Funciones de distribucion continuas

Como se sefialé en 1.6, un subconjunto notable del conjunto § (do-
minio de w) es el conjunto F. de las funciones de distribucién conti-
nuas pertenecientes a F. Llamaremos #. = w(JF:) al conjunto de las
funciones de medias que son imigenes por w de estas funciones de dis-
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tribucién continuas. Esta Parte tiene por objeto estudiar w restringi-
da a J.. .
En primer lugar debe notarse que si FeJ. el conjunto

D = {x: F(x) > 0]

es de la forma (—w,%) o (e,«), quedando excluido el caso [a,=)
que forzosamente implica una discontinuidad de F en x = a.
Proposicién II.1.1. Sea Fe¥, y m = w(F). Condicién necesaria y su-
ficiente para que FeF. es que m tenga como dominio (—,%) o {a,%)
y que sea continua en su dominio.
Demostracién. Basta tener en cuenta la nota anterior y la Proposi-
cién 1.4.2,

I11.2. Funciones de distribucién absolutamente continuas

En el conjunto F. hay un conjunto importante que es el de las fun-
ciones de distribucién absolutamente continuas, cuyo conjunto lo deno-
taremos por Ty < F..

El conjunto transformado

My = W(Fy) & M.

es de esperar que esté formado por los elementos de .#. que sean a su
vez funciones de medias absolutamente  continuas; en efecto, esto que-
da asegurado en la proposicién siguiente.

Proposicidn 11.2.1. Sea FEF., y m = w(F) (D sera (—=,%) o {ua,«)}.
Condicidén necesaria y suficiente para que F sea absolutamente conti-
nua es que lo sea m en cada intervalo {a,b] = ‘D. '

En otras palabras, las funciones

VmE-./ﬂ. = w(F,)

son absolutamente continuas en cada intervalo acotado, y las funciones
de #.— 4. no lo son. o o '
Demostracién. Partamos de la relacion (1.3.8).

A—m@) _ FA)
B—m(A)  F(B)

(I1.2.1)
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del . Lema 1.3.1, de donde (restando una unidad a ambos mlembros)
resulta :

m(A) — m(B) < F(A)—F(B)

< (1122)
A—m(A)  F(B)

14

Sean ahora x'x” dos puntos del intervalo [a,b] con a < x <x" < b.
Haciendo en (22) A=x", B=x"y tras sencﬂlos cilculos se llega a

X — ( !) . ,
m(x”) — m(x') § —————— (F(x") — F(x))
F(x")
y de aqui resulta S
b — m(a)
m(xu) — m(xf) g (F(x”) — F(x’)) (112-3)
: . F(a) '

Otra relacién que nos sera 1til resulta de (2.2) haciendo A=x", B=x",
donde como antes se supone a < X' < X" b, y resulta

F{x")
F(x"} — F(x') € ————— (m(x") — m(x))
X — m(x") _ ‘
y haciendo uso del Lema I.5.1.
Fby - e
Fx")—Fx) < = (m(x"”) — m(x")) (I1.2.4)

Sea ahora F absolutamente continua en (~—,%} y por .tanto absolu-
tamente continua en cada intervalo [abJ€D.
Fiiado € > 0 existe un 8§ > 0 tal que si los intervalos (x:, x") < [ab]

son dlS]untos v }2 (x —x)<8 entonces

X (F(x)—FxM < ¢
luego, también por {2.3). | o
b —mfa)
e

que prueba que m es absolutamente continua en [ab].

2 (m(x") — m(x)) <
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Supongamos. ahora que, reciprocamente, m es absolutamente con-
tinua en cada intervalo [a,b] ¢ °D. Entonces, fijado [ab] y £ > 0 exis-
te & < 0 tal que, si los intervalos (x:, x:') c [a,b] son disjuntos v

2 —x)<?8
se sigue
Z (m(x)—m(x)) <e
y por tanto, utilizando (2.4)

F(b)

E

3 (Fx")— F(x) <

que prueba la continuidad absoluta de F(x) en todo intervalo [ab] c D.
Teniendo en cuenta que F es monotona y

Iim Fx)=0 , lim Fx)=1

X=>—00 X=»4 o

resulta facilmente que F es absolutamente continua en (—,0) y la
Proposicién queda demostrada.

I1.3. Funciones de distribucion derivables

En ciertas cuestiones resulta de manejo més simple las funciones
derivables.
Por ello, vamos a considerar el subconjunto

‘SD | ffa

de las funciones de distribucién de § que tengan derivada continua,
excepto en un ndmero finito de puntos ai;, as, ... a. en cada uno de los
cuales la derivada de F(x) pueda no existir, o existir pero no ser conti-
nua. En los intervalos {(—-<,a:), {(a:,8:), ..., {(as,%) la derivada de Fsdp
existe y es continua ¥ por supuesto en los puntos a;, la funcién F es
continua.

Sin embargo, la siguiente Proposicion se aplica a cualquier fun-
cién F=&F.

Proposicion I1.3.1. Sea FEF y m = w(F} y x un punto interior de D.
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Entonces, m es derivable en x si, y sélo si, F es derivable en x. Ademas,
cuando existen estas derivadas vale la igualdad.

F’ ts
& __ m (iL3.1)
F(x) X ~— m(x)

Demostraciéon. En primer lugar veamos la relacién entre la deriva-

bilidad de

{
F(x) vy Gx)=| udF(u)

J (—=x]

Sea h > 0; entonces

1 1
—(G(x 4+ h) — G(x)) = — | udF(u) =
h h J (xx+h]
! F(x + h)— F
= —H(F(x + b)—F(x) = & (x + 1-)1 () (I1.3.2)

(E entre x y x + h)

mientras que si h = —h' < 0 se tiene
i 1
T (G(x + h} — Gx)) = w (G(x —h)—G(x)) =
—h
1 1
= —(Gx)—GEx—h)=—| udF{u) =
kW h' J x—h'x]

F(x — k') — F(x)
—h

1
= T5(1=(x)-— F(x —h')) = &

(€ entre x—h’" y x)

que es la misma (3.2), la cual vale tanto para h positivo como ne-
gativo.



46 :  José Maria Ruiz Gémes

De la igualdad (3.2) se sigue que si F es derivable en x, G también
lo es v vale G'(x) = xF'(x). Por tanto, el cociente ‘

G(x)
m(x} = o (xeD)
F(x)

también es derivable, lo que prueba una parte de la Proposicién.
Supongamos que, reciprocamente, m es derivable en x. Obtenemos,
restando

m(x 4+ h) F(x + h) = G(x + h)
m(x) F(x) = G(x)
m{x + h) F(x + h) — m(x) F(x) = G(x + h) — G(x}

y de ésta y (3.2)

F{x+h)—F(x) m{x+h)—m(x) F(x+h)—F(x)
m(x + h) + F(x) =
h h
o bien
-h)ee Fi h)—F
F(x) i }3 mix) = (E—m(x+h)) (x+h) ,(X) (11.3.3)

vy como existen los limites - .

m(x + h) — m(x)
Hm = m'(x)
h h

lim @ —mlx+ ) = x—m(x) 70

también existe el limite que define F(x) v ademads al tomar limites
en (3.3) resulta (3.1) v queda completa la demostracién de la Propo-
sicién. :

Corolario I1.3.1. Si Fe5. y m = w(F), entonces, condicion necesaria
y suficiente para que FeFp es que m tenga derivada continua salvo en
un nimero finito de puntos. Los puntos en que F no tiene derivada
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son los mismos que los puntos donde m no tiene derivada. Los puntos
en que F tiene derivada y ésta no es continua son los mismos que los
puntos en que m tiene derivada pero ésta no es conftinua.
Demostracién. Por la Proposicién anterior, si Fe&Fp, en los interva-
los- (ai, ai+1) en que F tiene derivada continua, m tiene derivada y es
continua por (3.1) y reciprocamente si m tiene derivada continua en
estos intervalos F la tiene igualmente. En los puntos ay en que F no
tiene derivada, m tampoco la tiene y reciprocamente por. la misma
Proposicién 3.1. Finalmente si en un punto a; una de las funciones
F'(x) o m'(x) no es continua, tampoco lo es la otra, o sea, las relaciones

lim m'(x) % m’'(a)
. X=—2q1

(I1.3.4)

lim F{(x)s Fla)

X—»&.

se implican mutuamente ya que de la igualdad (3.1) resultan las dos
relaciones

lim F(x) lim m'(x)
X—d X—a, .
= (I1.2.5}
Fla;) a— m(ai)
Fla:) m’(as)
= (11.3.6)
F(a) a, — m(a;)

luego si los primeros miembros no son iguales tampoco los segundos,
v reciprocamente.

Corolario 11.3.2. Sea FeSp, m = w(F). Entonces F queda determi-
nada por s mediante una integral de Riemann

b
F(b) | m’{u)du : : :
In - =] — (I1.3.7)
F(a) } u — m{u)

donde {a,b) es cualquier intervalo contenido en ‘D, y por tanto
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(11.3.8)
F(x)=10 si xgD

por lo tanto la restriccién de w a Fp es inyectiva, o sea, la restricciéon

w: Fp— Mp = w(Fp)

es una biyeccion.

Demostracién. La igualdad (3.7) resulta de obtener la integral de
Riemann de ambos miembros de (3.1) que existe si FeJp. La igual-
dad (3.8) resulta de hacer tender b a infinito en (3.7) y sustituir  por x.
La igualdad (3.8) prueba que la restriccién de w a Fp es inyectiva, lo
cual completa la demostracién.

Para la obtencién de la férmula de inversién (3.8) nos hemos limi-
tado al caso elemental en que FeFp. Podria haberse generalizado esto
al caso en que Fe¥, tuviera una derivada F’ integrable Riemann, pero
todavia es mas general la solucién que daremos en el parrafo siguiente
en que volvemos a considerar el conjunto F. < F de las funciones de
distribucién continuas.

IT.4, Inversqa de w en el caso de distribuciones continuas

Antes de dar la generalizacién de la férmula de inversién (3.8) al
caso en que Fe¥, daremos varios Lemas previos.

Lema I1.4.1. Sea F£F., m = w(F), [ab] c D, entonces las integrales
de Riemann-Stieltjes : :

{ dm(x) [ . dF)

I=| _— ., I=
i X — m(x) . | F(x)
J [ab] J [ab]

(I11.4.1)

existen, son continuas en a y b, y son iguales entre si.
Demostracién. La existencia se debe a que las funciones

1 1
x — mix) Y F(x)
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son continuas en [ab]. La continuidad resulta de que las funciones
m(x) v F(x) detrds del signo de diferencial son continuas.

La igualdad I =7 resulta como sigue. Sea ¢ > 0 un numero dado
La existencia de la mtegral I determina para este € un & > 0 tal que
para toda particion

‘m={X, X, ..., xa} tal que
K=alXx<u<. .. Xa=bh

N(x) = max(Xi1 = x1) < &

se cumple
' Cl{my—Ti<e (11.4.2)
donde
Z m(Xi) — mix) :
o x — m(x )

para cualesquiera x con X <5 x’ % X1.1. Pero en (4.3) vamos a tomar
en lo que sigue el valor particular X' = x4

También la existencia de J, permite asegurar que a ¢ > 0, le corres-

ponde un 8 > 0 tal que si la participacién © = {x, X, ..., X} cum-
ple con B
N(‘rl:) < &
se verifica ‘ R : ‘
| J(m)—T]| <& (11.4.4)
donde

n-1

O F(xuer) — Fxy)
W)=/ — (114.5)

i=0

para cualesquiera X’ con Xi < X! < Xu, pero en lo que sigue tomaremos
en (4.5) xl’ = xi. Adems4s, si
KF(a)

Nim) < 8 < ———¢ (11.4.6)
F(b) — F(a)
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donde K es la constante del Lema 1.5.1, resulta, siendo &; numeros que
cumplen con x <& < x5, que la expresion (positiva)

N G — 8) (F(x,.) — F(xi))
Smy=/ -
“(Kip1 = m(X141)) F(x1)

i=0

puede acotarse superiormente como sigue

50 U Sa(F(xier) — F(x) 5 F(b) — F(a) . 1147
<< / = 03 £ 4.
" - KF(a) KF(a)

esta ultima desigualdad por (4.6)..
Luego si elegimos la participacién = de modo que N(=) < min(8,,8,,8:)
valdrd simultdneamente (4.2) y (44) y (4.7) y por tanto

I T—3| =] T— 1) + () — I) + - (Im—IE) | < | Im)—1] +
(114.8)

FIHm—T |+ | )=y | < e+ ¢+ | {n)—I{xm) |
pero : S

Nrea

m(xi,;) —_— m(xi) F(xi1) — F(x1) )

z)— =)=/
%) — J(n) = —
. ( Xip:— m(x,) F(x:)

n-1

( X1p1 — m(x1) | F(x1:1) )

. ‘ Xi+1il'_'—m(xi+l) _— F(X:)
= . ‘

y esta ultima expresién si aplicamos (1.3.7) con A = Xi.;, B = Xy, nos da

-1

N G — E) (F(xun) — F(xy)
[ I {m)—X(m) | = /=
(X141 —_ m(%i.1)) (F(xi)

=07

= S§(x) < e
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1.,

N - UNIVERSIDAD
or (4.7) v finalmente (4.8) se convierte en DE MURCH
por (4.7) 3 (4.8) + FACULTAD © € VETERY nmre o
BIELI ]
rI_]|<3E OTENA

que prueba 1 =1J y el Lema queda demostrado.

Las integrales (4.1) no cambian si se sustituye el intervalo [ab]
por el intervalo abierto (a,b) o por uno semiabierto. Por esta razdn
en lo sucesivo podemos denotar las integrales (4.1) en la forma

[ | [

] dm(x) ! dF(x)
I=f —— |, J=| —F
Ja : . Ja
Lema [1.4.2. - Sea FeF. y [a;b] < D, Entonces vale la igualdad
Mo
| dF(x) F(b)
T=| = In (11.4.9)

| F(x) F(a)
Ja

Demostracién. Si fuese F(a) = F(b) la igualdad es evidente. Asi
pues supondremos 0 < F(a) < F(b). Es evidente, igualmente, que

{"F(b)
dt F(b) ‘
To = =In (11.4.10)
| t F(a) -
J F(a)

Pero, para I, fijado ¢ > 0 existe un 8, > 0 tal que si la particién de
[F(a), F(b)] , m={t, t;, tz, ..., ts} cumple con

F(a) = fy < t; <C < th = F(b)

N(m) = max (ti— ) < &
vale

_‘: tiqr— 1

| / T"—Jul < E (11411)
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con tigt: & tiya. Y ahora la continuidad uniforme de F(x) en [ab]

determina para & un § > 0 tal que si
asx <x"<b, x"—x'<8 secumple Fx")—FX)<8
luego para cualquier particién del intervalo [a,b]

g = {Xo, X1, X3, ..., Xm}
con
A= <X << ...<Xn=Db

N{o) = max (xjp1 —x) < &
resulta, llamando a los mimeros-distintos que aparecen en
F(x0) € F{x) < F(xa) < ... < F(xa)
con la nueva notacién

<t <t< ... <ta (n<<m)

que vale
tiys — t1 = F(xy — F(xy)) < §,

(puede haber varios F(x.) iguales a F(x,.;) y varios iguales a F(xj)),

F(x3:1) — F(x,) \ L — b
S(e) = E = _S— —_——— (11.4.12)
0 F(x) - 5

valor que llevado a (4.11) nos da
| S(e)—1To i < E

y por tanto J = Jo, 0 sea, por (4.10) resulta (4.9) v queda demostrado
el Lema.

Teorema I1.4.1. Sea FeF., m = w(F) y [ab] < D. Entonces vale la
igualdad .
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F(b)
F(a)

dm(x}
In

o
= | (I1.4.13)
Ia

x — m(x)

+

Por consiguiente, en este caso la funcién de distribucién F queda
determinada por su funcién de medias m, por la férmula

| ) dm(x)
Fx)=exp | — ] ——— (11.4.14)
(xeD) l | X — m{x)

Jx

Demostracién. La igualdad (4.13) resulta de los Lemas 4.1 y 4.2.
La férmula (4.14) resulta de hacer en (4.13) tender b a infinito y cam-
biar a por x; quedando la demosiracién acabada.

Evidentemente si D = (a,) es precisc definir F(x) por dos igual-

dades
('.co
l dm(x)
Fx)=exp| —| —— | sixD
m — m(x)
X
F(x) = 0 si x¢D

I1.5. Condiciones necesarias y suficientes para que med.

En la Parte I, parrafo 7, se dieron condiciones necesarias para que
una funcién dada m sea funcién de medias. En este parrafo vamos
a concretar en el caso continuo condiciones que caracterizan a las fun-
ciones de medias.

Lema I1.5.1. Sea m = w(F)e#. una funcién de medias (de tipo con-
tinuo)‘ con dominio D = {—=,). Entonces se verifica

| dm(t) ]
lim m(x)exp || ——0
K=t | t— mf(t) J
Jx

=0 (I1.5.1)
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Demostracién. La Proposicién 1.7.2 afirma que

lim  m(x) F(x) = 0 (115.2)

KX—=p—0

pero el Teorema 4.1 permite sustituir en (5.2) F(x) por la expresién (4.14)
obteniéndose (5.1), y queda probado el Lema.

Lema 11.5.2. Sea m{x) una funcién real (no forzosé.mente una fun-
cién de medias) que posee las siguientes propiedades:

"1* Su dominio D es de la forma (—«,») o {(a,®).

22 Es monotona creciente en sentido amplio y continua.
e 3 'Cumple m{x) <%, y si ‘D=(a,%), mx)>a

4* La integral de Riemann-Stieltjes

i dm(t)
|  t—m(y)
j X

tiene valor finito para todo xeD.
En estas condiciones la expresién -

= )

i dm(t) |
Ex)=exp| — | ———] (11.5.3)

- t=m(t) | ‘
L Jx 1
satisface la igualdad
b .
E(b) m(b)— E(a) m(a) = J| udE(u) (11.5.4)
R a

para todo a y b con a<b, asD.

Demostracién. La expresion E(x)} de (5.3) existe por la propiedad 4.
del Lema, y se ve por las restantes que es monotona creciente en sentido
amplio y continua, todo lo cual asegura también la existencia de la in-
tegral de Riemann-Stieltjes de (5.4).
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En los calculos que siguen haremos uso en cierto momento de la
igualdad

exp z=1+z+ p (1I1.5.5)
1
para |‘z$'<? con 0 <p<1
igualdad que resulta’ de la férmula de Taylor
1
expz=1+z -1-3-&33“22
poniendo ¢ = Py eb*

Utilizamos una particién

= {l W, Us, ..., Un}
az—w<wm<...<uy=">b

del intervalo [a,b], con norma

N{z) = max(uy.,—w)
O<isn—1

e introduciremos la siguiente notacién

AE(u) = E(un,) — E(w) ‘ (11.5.6)
Am(u) = m(u.) — mlu) (IL5.7)
o S . .

I= J' udE(u) (11.5.8)
N -
I(n) =/  u. AE(w) (11.5.9)

=0

R = [ —1I(x) (11.5.10)
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B B
( dm(t)

z = (11.5.11)

| t—m(t)
Jue o

Vamos a hacer algunas transformaciones en la expresion
I{n)-—E(b) m(b) 4+ E(a) m(a)
Se obtiene, sustituyendo (5.9) en la anterior
I(x) — (E(b) m(b)— E(a) m(a)) =

n-1 n-1

<
= L w4, AE(u) — {E{ui) m(uul)"—E(ul) m(ui)) =

i=0 =0

n-1 n-1 -7 S T

<~ . ST
=/ u AE(w)—/  m(us) AB(w) — E(w) Am(l;) =

1=t =0 . =0

n-1 n-1

N | |
=/ (wa—m(u)) AE(uw) — E(w) Am(u) (I1.5.12)

1=t f=0

La expresién AE(w) que aparece en (5.12) puede transformarse asf

: E(ui+1)
AE(w) = E(u.i) — E(uy) = E(m)( _ 1) -
. E(uy)
Wiet
T [ dm(t)
= E(w) (exp —_— 1) = E(w) (exp z1—1) (I1.5.13)
| t—m(t) -

Jt.h
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y haciendo de momento la hipétesis
1
lanf < ry (11.5.14)

se puede aplicar (5.5), con 16 qﬁe {5.13) se transforma en

AE(uw) = E(u) (z + p2°) (11.5.15)
0<p<1 , g depende de i
v llevando (5.15) a (5.12)
I(r) — E(b) m(b) + E(a) m(a) =

n—1 ’ : n=-1

= Z (Ui — m(us)) E(w) (21 + pfj)—-Z; E(u) Am(w) =

= Z E{w) [(1.1|+1 — m{u))zs — Am(u)] +

a-1

+ S: E(uw) (ugyy — 111(1.]|+1))pz": =

1=0
n-1

= Z E{u) (e — m(uyya) ( Z—

§=0

Am{uy)

Uiy — m(ui+:) )

-1

+ 3__ E(u) (UI+1—m(U1+1))PZ: =84+T (11.5.16)

1=0
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con

n-1

Am{uy)

N
s=/ E(ui)(um—m(um))( 71— ) (11.5.17)
- Ui —rn(um) ) N
S
T=_/_ E(u) (s — m(um))pzf (11.5.18)

de este modo, con la hipdtesis (5.14) hemos 'conseguido la descom-
- posicion :

I —E(b) m(b) + E{a)y m{a) = R+ S + T (11.5.19)
donde R, S y T estan dados por (5.10), (5.17) y (5.18).

1
Sea ahora ¢ un namero fijo tal que 0 <e < >

a) Existe un & > 0 tal que si N(x) < & debe valer
Rl = |[I—I(m} <« (11.5.20)
en virtud de la definicién de Riemann-Stieltjes aplicada a I en (5.8).

b) También existe un § > 0 tal que si N{n) < §; debe verifilcarse

U141
( dm(t) 1 o
0<zi= | —_— e — (I1.5.21)
J t —m(t) 2
U

debido a la continuidad uniforfne de

u
r dm(t)
gu)= | ———— :  en {ab]
J' t —m(t)
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De esta forma ya se cumple la hipétesis (5.14) que se sigue de (5.21)
y por tanto es valida la descomposicion (5.19).

Ademids el tercer término de la descomposmén (5.19) se acota en
atencién a (5.21) asi

n-1 n-1

0<T<// _ E(w)(um—m(u. ez < E(b) (b — m(a)}ez: =

1=0 =0
fb
| dm{t)
=E(b)(b—m@)) | — =K ¢ (I1.5.22)
t — m{t)
{'b
| dm(t)
con K =Eb)(b—m(a)) |
| t—m(t)
¢} Finalmente, la continuidad uniforme de ———— en {[ab]
N ‘ x —m(x)

prueba que para el namero & existe un & < 0 tal que si x',.x" estén
en [ab] y 0 <x"—x < & vale

1 o1

| — | <e
X" — m(xﬁr)- x — m(x:)
de donde se sigue facilmente
Am(u,}
z — = a_Am(u.)a N (11.5.23)

Uiy — m(ul+1)
(con |o| £ 1, ¢ depende de i)

y por tanto ¢l segundo término de la descomposicién (5.19) se aco-
ta asi



60 José Maria Ruiz Gomez

o-1

S| = ’ Z E(m)(um—rln(um)) ( 27—

Am(w)

U4y = m(w+:) ) I

h~1

N
</ E(b)(b—m(2)) Am(u)e = H - ¢ (11.5.24)

1=0

con H = E(b) (b —m(a))(m(b)— m{a)).
Por tanto si N(x) < min(8,, 8, 8) valen (5.20), (5.22) y (5.24), luego
la descomposicién (5.19) (también valida) nos da
I —E(b)m(b) + E(a)m(a))| = [R + S+ T{ < |R| + [§] + |T| =

e+ He + Ke = (1 +H}+K)s
. 1
veomo 1+ H+ K es fi_jo y & arbitrario en (0, ?) debe ser

'1—E(b) m(b) + E(a) m(a) = 0
que prueba (5.4) y por tanto el Lema.

Teorema I1.5.1. Sea m una funcién real en su dominio. Las condi-
ciones (simultidneas) siguientes son necesarias y suficientes para que m
sea una funciéon de medias dg una funcién de distribucién de F..

12 El dominio D de m debe ser de la forma

(—,®) o (&)
2> Debe valer para todo xeD
m(x) < x
y ademas si D = (u,®)

m{x) > n
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32 m es creciente en sentido amplio.
4° m es continua en D.
5° Para todo xeD la integral de Riemann-Stieltjes
o
dm(t)
es finita .

t — mf(t)

6° La integral de Riemann-Stieltjes

l( dm(t)

S es infinita
I t —m(t)
D

7° Enel caso D =(—=,x)

, | dm(t) ]
lim m{x)exp | — | _ =0
S t —m(t)

Demostracién. La necesidad de las condiciones 1.2 a 6. se sigue
de la Proposicién 1.1 y de la Proposicién 1.7.2. La necesidad de la con-
dicién 7.* se sigue del Lema 5.1.

Para probar que estas condiciones 1.> a 7. son suficientes, supon-

gamos que una funcién, que vamos a llamar r_n(x), es-una funcién
continua en su dominio D y que satisface las condiciones 1.5 a 7.0 del
Teorema.

Definamos la funcién

‘! para xeD (I1.5.25)

F(x) = 0 si xg¢D (11.5.26)
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La parte {5.26) sdlo se precisa si D = (e, ).

Demestraremos primero que la funcion F es una funcién de distri-
bucién.

En primer lugar la definicién de F tiene sentido por la condicién 5°
La continuidad para xeD y la monotonia de F también son triviales.

Ademads para todo x£0 (dominio de ;) resulta ser .ﬁ(x) > 0, con lo cual

D= {x: F(x) >0}

También es facil ver que

lim F(x) =1
X—>+t o
mientras

lim F(x)=0 §i D= (—m,)

X—>—20 .
(I1.5.27)
lim F(x)=0 siD= (a )
X—po—

utilizando la condicién 62

Con esto queda ya probado que F es una funcién de distribucién
continua. Ahora el Lema 5.2 puede ser aplicado pues se cumplen para m

las hipétesis de dicho Lema y la E(x) (5.3} es en este caso F(x), de
donde por (5.4) '

. b ‘
F(b)m(b) — Fa)m(a) = ‘}(‘ udF(u) (11.5.28)
(a<b, aeD)

En el caso D = (a,%), resulta, por (5.27) y la condicion 22 del
Lema, .

lim F(x) =0

K> (f—

lim m{x) =«
X—r0—
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luego

lim Fa)m(a) = 0

vy de (5.28) se obtiene
' T b (b '
F(bm(b) = | udF(u) = JI udF(u)
o bien
(b
| . udF()
E(b) =
' Fby

lo que prueba en este caso
?Eszc y 1'_1‘1 = W(F)
En el caso D.= (—w,0} la condicién 7.2 permite escribir

lim ‘.r-n—(a) Fa)=10

Bud—o0

y por tanto de (5.28) resulta

- b
F(b)m(b) = JJ udF(u)
o sea
(b -
| udF{n)
m(b) =
F(b)

(iué pruébé igﬁallxll:lente qﬁé ﬁETcy m ==w.(f)', lo cual cbnﬁpiéta la de-
mostracién del Teorema.

I1.6. Ejemplos y comentarios

En la Proposicion 1.7.1 se establecieron unas condiciones necesarias
para que una funcién real dada m sea una funcién de medias, o sea,
para que ms# = w(F). Como quedd dicho en el parrafo 6 de la Parte I,
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[lamamos .#' al conjunto de aquellas funciones que satisfagan las con-
diciones expuestas en dicha Proposicién 1.7.1. Si nosotros probamos que

M — Mot

(que es 1.7.3) resultard que las condiciones de la Proposicién 1.7.1 no
son suficientes para que una funcién m sea funcién de medias. Esto se
comprueba con el siguiente ejemplo. ‘

Ejemplo 11.6.1. Sea m(x) la funciéon definida por

mi{x) = 2x —Kx* si X < Xo
(11.6.1)

m(x) = 2x, —Kx:, Si X 2 X

donde K > 0, %, < 0.

Es facil comprobar que esta funcién (6.1) definida en (—eo,) sa-
tisface todas las condiciones de la Proposicién 1.7.1.

En particular las condiciones 5. y 6.2 de la Proposicién 1.7.1 resultan
de las expresiones

r dm(t) x |2 . o
— =1In ( ) Si XS Xo
t — m(t) Xo )
Jx '
dmf(t)
_ =90 5i X 2= %
| t — mf(t)
(Xn < 0)

Por tanto me#’. Ahora bien m es continua, luego si fuese cierto
me# valdria med, = w(F.) v deberia cumplir las condiciones necesa-
rias sefialadas en el Teorema 5.1, pero la condicion 7.* del Teorema 5.1

no se cumple ya que L ‘
[+
[ r dm(t)

lim m(x) exp l — |
Xe—=—10
' J %

t — mi(t)
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3

= lim (2x—Kx}) =K' 0

Km0 vox /

con lo cual m&.#., m&4 y por tanto
M M AP

como deseabamos probar.

Evidentemente la funcion m (6.1) de este conjunto satisface las. con-
diciones 1® a 6." del Teorema 5.1 pero no la 7.8, lo que prueba que esta
ultima condicién es independiente de las anteriores y no puede supri-
mirse de dicho Teorema 5.1,

Ejemplo 11.6.2, La funcién definida por .

m(x) = 2x para X << X
m(x) = 2x, para x == %o
(% < 0)

se comprueba ficilmente que satisface las condiciones del Teorema 5.1
y la aplicacién de la férmula (4.14) da la funcién de distribucién.

3

Xa
F(x) = ( para x < %o
X
F(x) = 1 para X =2 %
(x0 < 0)

Este ejemplo resulta de (6.1) sustituyendo K = ¢ (valor que alli ex-
cluiamos). '

Ejemplo 11.6.3. A la funcién de distribucién continua

F(x) =0 para X< 0
F(x) =x~  para 0<xx1
F(x) =1 para x =2 1

conr>0
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le corresponde la funcién de medias

m(x) = x 0<xg1

r+1

m(x) = x=1

r+1

Tanto el paso de F a m por (1.2.2), como el de m a F por (4.14),
son inmediatos.

Ejemplo 11.6.4. A la funcién de medias

mx) =x* , x>1

(D<r<l)
le corresponde la funcidn de distribucién continua
F(x)=0 para x < 1
F(x) = (1 — x=Y)ye/*r para x2=1

0<r<l)

En estos ejemplos omitimos la comprobacién de las condiciones
que deben cumplir las funciones m o F y la .obtencién de una me-
diante la otra por ser ejercicios de calculo que no ofrecen dificultad.

Conviene observar que si una funciéon de medias tiene como domi-
nio [a,0) y es continua, por la Proposicién 1.1 no es funcién de me-
dias de una funcién de distribucién continua. En efecto F = w(m)
tendra una discontinuidad en x = «. Podria pensarse que restringiendo
en dicho caso m al dominio (a,=) obtendriamos una F = w(m) con-
tinua, pero tal restriccién ya no es una funcién de medias, pues tal
restriccién (por supuesto caprichosa) entra en contradiccién con lo
que afirman los Teoremas 1.5.2 y 1.5.3 en cuyo contenido figuran estas

{ dm(x)
Propiedades: si para me#, vale D = (a,%), la integral |

J (@)

x— m{x)



Funcion de medias de las distribuciones truncadas 67

( dm(x)
es infinita, pero si D = [a,») la integral —— g5 finita,
x — mi(x)
J (ee0)

que distingue sustancialmente los casos (a,%) y [e&,).
No obstante, es cierto que la férmula (4.13) es valida en todo inter-
valo [a,b] de continuidad de F(x) (y por tanto de m(x)) por lo que

podria aplicarse también (4.14) al caso [a,») si m(x) es continua en
todo su dominio. Esto ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.6.5. Sea la funcién

m(x) = x° 0<x<x
m(x) = X X 2 X
r>1, 0<x<1 , D=[0,»)

Se cumplen las condiciones necesarias de la Proposicién I1.7.1 y
como m es continua, es posible la aplicacién de (4.14) vy se obtiene

F(x)=0 para x <0
r=-1 r
1— Xo
F(x) = (——————) ~1 para 0<x<1
1 _Xr—l
Fx)=1 para x =1

Evidentemente F&F,. y el salto en x = 0 vale

r

F(0) —F(0—) = (1 —x, ) =%

Ejemplo I1.6.6. Sea la funcién m definida en D = (0,) de la si-
guiente forma

m(x) = sen x si xe(0,m/2]

m{x)=1 si x==n/2

'

Resulta inmediato comprobar que la funcion m verifica las propie-
dades de una funcién de medias continua.
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Utilizando (3.8) obtenemos como funcién de distribucion F = w'(m)

F(x) =0 six<0
(/2 1
| cost dt |
Fix)=exp | — ——— | si xe(0,%/2] (I1.6.2)
: t — sent J
X
CF(x) =1 six=2zmn/2

La integral de la férmula (6.2) la obtenemos numéricamente por la
formula de Simpson, obteniéndose como grifica de F(x) la de la fi-
gura 1.

B{x)
1

Q.50=—

? 19' zo' 3:" 1;1 5!1 5!1 13 l!l u' v

Cr#fica ¢e¢ F{¢] correepondients m wix} = sen x con Oa<F2 Figura 1
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III. FUNCIONES DE MEDIAS DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS
UNIDIMENSIONALES. INVERSA DE w EN ESTE CASO

III.1. Distribuciones discretas y sus funciones de medias

Vamos a limitarnos a considerar en esta Parte el caso de distribu-
ciones de probabilidad discretas para las cuales existe un conjunto C
formado por un nuamero finito o numerable de puntos, sin ningin
punto de acumulacion a dzstancza finita y que tiene la propiedad
P(C) =

Ex15ten cuatro posibilidades en estas distribuciones.

a)} El nimero de puntos en que estd concentrada toda la probabi-
lidad es finito, y los puntos son

Xo <X <X < ... < Kn (I11.1.1)

b) E! conjunto C ¢s numerable pero estd acotado inferiormente.
Los puntos de C pueden denotarse por

Xo< X < ... <X < oL {I11.1.2)
con limx, = «
n

¢) El conjunto C es numerable pero esta acotado supermrmente
si sus puntos ordenados por orden decrec:lente son

VeSS Y>> Ve > (II1.1.3)
con limy, = — @
n

cambiaremos de notacién, para dar unidad a la exposicién escribiendo
Xn = ¥-o con lo cual (1.3} se escribira asi

X>Xa>Xae> .o DX > .. (I11.1.4)

con lim xo=—
TN=—p—i
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d) El conjunto C numerable no estd acotado superior ni inferior-
mente. Eligiendo x¢C, los mayores que % (incluyendo x») formarin una
sucesién

X< K <K e ’ (111.1.5)

con limx, = 4 =
T

y los menores que x, formaran otra
Yo ViZ>y 2> .. (I11.1.6)

con limy, = — «
I

pero lamando para n < 0, Xn = V-u, las dos sucesiones {(1.5) y (1.6) pue-
den escribirse en forma de una sucesién con dos sentidos

LR ] x"‘np vany Koz, X, Xo,'xl, X2y, saey Xn, e (III.]..?)

con lim x,= 4 e«
n

lim % =—
n——ot

Por la forma de definir las distribuciones discretas, llamando Fac &
al subconjunto de funciones de distribucién que corresponde a este
tipo, resulta facilmente que si FeTFy es

F(x) constante en [Xr, Xrs1) - (II1.1.8)
F(x;) —F(x—)>0 para todo r posible

en todos los casos, y ademas en el caso a)

F(x) =0 en (—o,x5)
| (IIL.1.9)
F(x)=1 en [Xa,0)
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en el caso b)

F(x) =0 en (—oo, %) (I11.1.10)
en el caso c)

F(x)=1 en [x,%) (III.1.11)

Los casos a) vy b) de (1.1) y (1.2) corresponden a D = [a,} preci-
samente con a = X,.

Los casos ¢) vy d} de (1.4) v (1.7) tienen D = (—e=,0 ).

Ahora queda excluido el caso D = (g,»).

Los subconjuntos de F; de los tipos a), b), ¢) v d) sefialados antes
podemos denotarlos por

. T, 5, 5, (111.1.12)
que constituyen una particién de ¥4, o sea, los conjuntos de (1.12) son
disjuntos y su unién es Fa.

Igualmente podemos denotar por

My = Ld(sd) ' Jﬂa) = m(’ﬁ‘a)) J‘[b} = N(S‘—b])
M =(F,) My =u(F,) (I11.1.13)

Proposicidn 111.1.1. Sea FEF y m = w(F). Condicién necesaria y su-
ficiente para que m€#, es que se cumpla:

1 El dominio D de  debe ser de la forma (—e,») o [a,»).

2° El conjunto C de puntos de discontinuidad de m debe ser finito
o numerable sin puntos de acumulacién a distancia finita.

3° En el caso D = {a,%) debe ser

minC > ¢

para el minimo de C que indudablemente existe por la condicién 2.°

42 8i x’, x” son dos puntos de C consecutivos, m(x) debe ser cons-
tante en el intervalo [x/, x). '

En el caso D = [a,»), m(x} debe ser también constante en el inter-
valo [a, min C).

Cuando exista maximo de C, m(x) debe ser constante en el inter-
valo [max C,e).

Observacién. Antes de pasar a la demostracién veamos que se pue-
de establecer una notacién para los puntos de C con arreglo a su tipo
de orden creciente. ‘
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En el caso D = [a,») [lamaremos siempre x, a o y el conjunto
CU {a}=C U {x} puede ordenarse en una de las dos formas si-
guientes

a) x0<x1<x2<...<xn
b) << ... <X < ...

seglin sea C finito 0 numerable.
En el caso D = {(—w,») los puntos de C pueden ordenarse en una
de las dos formas siguientes

€) X>Xa>Xa>...>Xa> ..
d) L <xan << <n<n<.. <u<l..

seglin que exista maximo de C o no exista.
Con esta notacion la condicién 4.* del enunciado se traduce asi:

m(x) es constante en cada uno de los intervalos
[%r, Xc+1) en todos los casos
[%a,¢) en a)

[%,%) en b)

Demostracién. La imposibilidad de que D = (a,) ha sido sefa-
lada anteriormente, y constituye la condicion 1.*

La Proposicién 1.3.3 y la definicién de Fe¥s nos conduce a las res-
tantes condiciones, coincidiendo los casos a), b), ¢) y d) sefialados al
comienzo de este parrafo al coincidir las discontinuidades de F, con los
tipos a), b), c) y d) de la observacién anterior, quedando asi probada
la Proposicion.

Proposicion 111.1.2, Sea FeFq3 y m = w(F). En cualguiera de los ca-
sos (1.1), (1.2), (1.4) o (1.7) vale

F(Xr) Xr41 — m(xr+1)
= : (111.1.14)
F(xr+1) Xr41— m(xr)

Demostracién. Es consecuencia inmediata de (1.3.8) del Lema I.3.1,
tomando

A=x, , B=x
v del hecho de ser F(x) constante en [x:, X1}, por lo que

F(Xr i) = F(x.)



Funcion de medias de las distribuciones truncadas 73

y dicha igualdad (1.3.8) nos da

F(Kr+1) Xr41— m(xl‘)

F(xr) Kyt '_m(xr-(-l)

y como los numeradores de esta igualdad no son nulos, resulta (1.14).
Una consecuencia inmediata de (1.14) es la siguiente férmula valida
para todo k << k' estando k y k' dentro de sus valores posibles

'

F(X].—,) = ]:

) Xe41 — m(xr+l)
L

F(Xk1+|) (III.].IS)
Xro1 — mX,)

En el caso discreto que estamos considerando, puesto que en cada
intervalo [x., %41} tanto F(x) como m(x) son constantes, basta conocer

los valores F(x:} y m(x:) en los puntos x, para determinar F y m com-
pletamente. ‘

Se suelen utilizar en los calculos las probabilidades que correspon-
den a los puntos x

pr = F(x:) — F(x—) = F(x,) — F(x,-1) (I11.1.16)

con lo cual se tiene, por ejemplo, la expresién siguiente para la fun-

cion de medias
x Z Pi Xy

| udF{u)
—0 x,éx
m(x) = =
F(x)
j P1
XX

y de acuerdo con la observacién anterior, es suficiente conocer para
todo r posible.

2 X1 Pj

isr '
mx) = — (I11.1.17)

L ZP:

isr
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II1.2. Obtencion de w' en el caso discreto

La féormula (1.14) o mas directamente (1.15) permite cbtener F a par-
tir de m en el caso discreto.

Proposicion I11.2,1. Si FeF, v m = w(F), se puede obtener F a par-
tir de m por las férmulas siguientes:
Para el caso a)

F(x)=10 para x < X

u-1
Kyer — M{Xras)
Flxi) = T[] sik=0,1,..,n—1 (111.2.1)
=k Xrer — M{X:)
F(x)=1 para X 2= Xa

Para el caso b)

F(x}=10 para x < Xo

® Kypg] s m(xr+l) .
Fixi) = J] k=012,.. (111.2.2)

sl Xes1 — m(xr)

Para el caso ¢)

. Nror — M{Xry1)
Fix)= ] k=—1,—2,-3,... (IIL23)
ksrs—1 Xr41— m(xr) o

F(x)=1 para x =2 X

Para el caso d)

Xrpr — M(Xrys)
F(xy) = | | k=0 =1,=2, .. (I11.2.4)
b xr+i_m(Xr)

Se entiende que en todos los casos a), b), ¢), d) F(x) = F(x;) = cons-
tante en los intervalos [Xr, Xc.1).

Demostracién. Se obtienen estas férmulas utilizando (1.15) y dis-
tinguiendo las particularidades de cada caso sin que ofrezcan dificultad
los detalles pertinentes.
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II1.3. Condiciones necesarias y suficientes para que metly

Teorenta I11.3.1. Sea m una funcién real. Condicién necesarta vy su-
ficiente para que m€.#y = w(F,) son las siguientes:

1° El dominio D de m debe ser de una de las formas siguientes:
(—ec, o) o [a,=).
2* 8i D = (—ow,w) para todo xeD.

m(x) < x
8i D= [a,=)
o< mix) < x para todo x> &

mia) = o

32 m es creciente en sentido amplio.

47 El conjunto C de los puntos de discontinuidad de m debe ser
finito o numerable, sin ningin punto de acumulacién a distancia finita.
Para cada dos puntos de discontinuidad consecutivos X, Xr4:; m(x) debe
ser constante en [X:, Xr41). Si existe un punto de discontinuidad maxi-
mo M, m{x) serd constante en [M,e).

En el caso D = [a,»), si x; es el primer punto de discontinuidad
debe ser x, >« vy m(x) constante en [a,x).

Observacién. Los puntos del conjunto C o C U fe} de esta con-
dicién 4.* pueden recibir la notacién que se indicd en la observacién
a la Proposicién 1.1, notacién que adoptamos en lo que sigue.

52 Cuando no exista maximo de C, la serie

m(xul) - m(xr)

(111.3.1)
Xepr — M Xrp1)
r=0
es convergente (casos b) y d)). °
6. Cuando sea D = (—o0,%) la serie
M(Xes1) — M{Xe)
(I11.3.2)

Xrp1 — I Xey1)
—cn<_r£—1
es divergente (casos c} vy d)).
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7 Cuando D = (—,) (casos ¢) y d))

Xry1 m(x:-+1)

’ lim (m(x)) =0 (111.3.3)

ko—co r];L Xro1 — M%)

Demostracién. La necesidad de las condiciones 12 y 4. se sigue
de la Proposicién 1.1. La 2., 3.5 52 vy 6.2 se sigue de la 2.2, 37, 5*y 6.2
de la Proposicién 1.7.1 teniendo en cuenta la Proposicién 1.1, ya que la
integral de Lebesgue-Stieltjes de la condicién 5. de la Proposicién 1.7.1
se convierte en la serie (3.1), v lo mismo ocurre con la integral y la
serie de la condicién 6.°

La condicién 7.2 se sigue de la Proposicién 1.7.1 y de la Propaosi-
cion 2.1 férmulas (2.3) y (2.4).

Para demostrar la suficiencia de dichas condiciones, supongamos

que m es una funcién real que las satisface y F la funcién construida
por las férmulas (2.1), (2.2), (23), (24) de acuerdo con el tipo del
conjunto C.

F est4d definida por la expresién

_ . Xra1 _'E](xt‘-i-l)
Fx) = [] — (111.3.4)
rzk Xpo) — m(xl')

aparte de las particularidades que se scfialan en (2.1}, (2.2), (2.3), (24).

Se debe demostrar en primer lugar que F asi construida es una
funcién de distribucion. '
Por las condiciones 2 y 3* de la Proposicion

Xpgp1 — E(xm-l)
0< <1 (I11.3.5)

X1 — m(X;)

luego por (343,

0<Flx) < 1
si el producto existe. En los casos b) y d) la convergencia de (3.4) es
equivalente a la de

1 Xepr — M(Xy) M{ X1 ) — m(Xe)

("
F(xk) I'?k x,-.,.l — E(Xr-pl) r?k xl‘+1 - r—n(xl‘-i-l)




Funcion de medias de las distribuciones truncadas 717

el cual es convergente por la condicién 5° de la Proposicién, es de-
cir (3.4) es convergente. En los casos a) y ¢) la existencia de (3.4) no
ofrece duda pues es un producto finito.

De la (3.4) se sigue;

— X1 — M{Xx1) _ ‘
F(x) = F{x:41) (111.3.6)

Ky — E(xk)

que junto con (3.5) nos da

F(xi) < Flxesn) (111.3.7)
luego F es mondtona.
Para demostrar en los casos ¢} y d) que
lim Flx)=0 (111.3.8)
k——a0

supongamos k < 0 y escribamos

Xepy — E(1"11-1-1)

P—'(Kk) = l_l =
‘ 2k 3 — mix)
Kppy =— I;(Xr-n) _ Xryt — l?l(xrq-l)
k<r<—1  xpp — m(xe) kSr<—1 ey — mx:)

(P = -ﬁ(xo))

Pvale l enel caso c) v

Xe+y — m(xr+1)

en el d) v en ambos casos P = F(x,), luego
rz0 Krgy — m(xr)

F(x:) M (Xe41) — mix:)

F(xk) ksr<—1 Xrp1 — -rl‘-l(x,“)
la condicién é.* implica la divergencia de este producto, es decir,

F(xo)

ke>—20 —IE( Xk )
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y por tanto vale (3.8). -
La condicién

lim Fx)=1
k=>4 o0

es trivial en los casos a) y ¢) y es consecuencia de la convergencia del
producto infinito (34) en b) v d}.

Por lo tanto queda comprobado que F es una funcién de distribu-
cién FeFq. : 5

Sélo falta comprobar que w(F) = m. Ahora bien (3.6), que resulté
de (3.4}, se puede escribir

(Rt — T(x0) FlXe) = (ss — M(x001)) Flxera)
de ‘donde
Flxe1) Mxeer) — F(xi) m(xi) = M (Flxues) — F()
cambiando k + 1 por r
F(xe) m(xe) — F(xe-:) m(Xro1) = xe(F(%:) — F(xr-1))
y utilizando la notacién mas breve (1.12)
F(x:) — F(xrm) = F(xe) —F(x—) = pr

tenemaos

F(x:) m{xe) — F(xc1) m(Xe_1) = pexe (111.3.9)

Supongamos por ejemplo el caso a) o b), 0 sea, D = [a,0) = [x0,%0).
Podemos escribir (3.9) para r = 1,2,3,...,k y resulta, al sumar di-
chas igualdades
k

F(x) m(xi) — F(x,) m{xe} = Z PrX:

pero m(x) = X y como se define

pe = F(x) — F(xe—) = F(Xo) resulta
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k

N
F(Xk) m(xk) = / PrXe

=0

144 k

F(x:) = F(xo) + Z (F(xr) — Flxes)) = Z Pr

r=1 =it

y finalmente

]

PrXr
r<k

A

m(x:) = (111.3.10)

M

Pe

r<k

aue es la funcién de medias de la funcién de distribucién F en la for-
ma (1.17), o sea, m = w(F).

Esencialmente distinto es el caso en que F se determina por (2.3)
0 (24), o sea, en los casos ¢) y d).

En estos dos tltimos casos, de (3.6) o (3.12), gue siguen siendo va-
lidas, se sigue

N _ _ y =
2 (F(x) mx:)— F(x,o) m(xea )=/  pexe (I11.3.11)
k'Sr<k k'<r<k

Pero en los dos casos (2.3) y (24), la férmula (3.4) llevada a la con-
dicion 7.2 del Teorema, o sea (3.3), permite escribir

lim m(x) F(xx) =0
k——oe

lo que prueba que si en (3.11) hacemos tender k' a —e0, existe el limi-
te del primer miembro y por tanto es convergente la serie del segundo
miembro y obtenemos :
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F(xi) mix) = Z P

sk
v por tanto

<
S pexe

—_ r<k
IT](XR) =
F(Xk)
lo que prueba que
m = w(F)

v queda demostrado el Teorema.

111.4. Ejemplos

Ejemplo 11i4.1. Sea la funcion real m con dominio D = [0,%) de-
finida de la siguiente forma

ar
mir) = — si r=§01,...,n
a+1
{(a>0) ' - (I114.1)
. an |
m(x) = —— si x=n
a+1

m(x) constante en cada intervalo [r,r + 1)

Resulta facil comprobar que la funcién m asi definida, verifica las
propiedades de una funcion de medias discreta, es decir, me.#a.

Por la Proposicion 2.1 existe una funcién de distribucion FeF,, cuyo
valor es:

F(x)=0 si x<0
n!I(r + a + 1)

F(r) = si r=0,1,...,n—1 (I1I1.4.2)
r'l(n+a+ 1)

F(x) =1 si X? n
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La funcién obtenida verifica las propiedades de una funmén de dis-
tribucién, por ejemplo:

aniT(r + a)
Fin)=1; p=Fr)—Fr—1)= >0 etc.
rin+a+ 1)
1 o
Si a = 1, entonces pr = ———— Vv se trataria de una distribucién
n+1
con masa constante isual a ——1- en cada uno de los puntos r
n+
(r=0,12,..n)
2r + N
Si a =2 entonces v. = v se trataria de una distri-

(n+ 1)+ 2)
bucién cuya prpbabilidad en cada punto r (r =0,1,2,...,n) es propor-
cional al valor r + 1.

Ejemplo 111.4.2. Sea

Xo > Xog > Xz > ... ' (I11.4.3)
una sucesién con limx.,=—c (111.4.4)
n
yc>0.
Definiremos
m(x) = x—¢c si x€[Xr, Xes1) (r<—1)
: (I11.4.5)
m(x) = Xe—¢ s1 x€[x,®)

Se cumplen para esta funcién m las condiciones de la Proposicién I11.3.1.

Probaremos la condicién 7.2
Sea k = —n < 0. Entonces

Xrsp — m(xr+1)
m(xx) -r[ =

k<r<—1 Xrey — M(Xe)

Xr41 — (xr+1 - C)

= Xa—c) ][ =

—n<rs—l1 Xryl — (xr - C)

c
=xa—c) [[ —m— =
—n<r<—l1 ¢ + Ax
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c c c
= (X —0) (I11.4.6)
CH+ Xo—%X_y €+ Xog— X2 C+ X_pp1—Xon

y llamando

X—X_1 = Cax

X.1—X-3 = C2:z

Xon+1— X—n = Cdp

Xo—Xon = &1+ az + ... + 21)
Xon= X—cfa + a2 + ... + an)

la expresion (4.6} se escribira asi

XQ——C—-C(a1 + a4+ ... + an)

(1 +a)(l+a)...(1+ a,)

(111.4.7)

Evidentemente a; >0 v Sn = a, + a: + ... + a, tiene de limite infi-
nito, luego una parte de la expresion anterior es inmediato que tiende
a cero

Xp—C

(14+a)+a).. (1+a)

-0 (I11.4.8)

La otra parte de (4.7) (prescindiendo de (4.8)) se reduce a

Sy Sy
< <

n

N
T Q+a) L4+ Sa+ /7 amy

i<j
Sn 281‘]
< = =
N
Sy + / a;a; 25, + Ay
i<j ij
25,

25, + al(sn_al) + az(sn—a!) + ... + an(sn—"‘an) -
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2 .
= {I11.4.9)
2+ al(l —a;/Sn) + aa,(l—az/Sn) + ...+ an(l—an/Sn)
Fijado € > 0 elegiremos p de modo que
4
aataat ... +a>
€
y va fijado p determinaremos q de modo que
&y 1 . 123
< ara 1=1,2,3,...,
S 2 P P
sin>qg>p
con lo cual
ag i
a (1 — ) > (11L.4.100
S 2

v (4.9) se acota asi

Sn 2

]_J (1 + ai) Z ai(l—ai/Sn)

1

< < =t (n>q)
- ' 2/e

Z ai(l — a1/Sa)

1

y resulta finalmente que el limite de (4.6) es cero, quedando probada
la condicién 7.* de la Proposicidn 3.1.

Como las restantes se prueban también facilmente resulta que la
funcién m de (4.5) es una funcién de medias,
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Ejemplo 1I1.4.3. Sea

xx=%-+kd - (d>0)
k=201, —2 —3,..
mx) = x,—c si xe[Xe,Xei1)
(c>0) (II1.4.11)
m(x) = x—¢c si xe[xg,00)

Esta funcion m es un caso particular del ejemplo anterior, por lo
que m dada por (4.11) es una funcién de medias. La funcién de distri-
bucién correspondiente serd

Xrp1 = (Xr+1 -_— C)
F(x_») = F(x:) = TT =

k€<rg—1 Xrar — (Xr—C)

C
=[] ——=p" (p=c/c+d)
—n<rs—1 ¢ 4+ d

y ademas F(x;) = 1.

IV. RELACION ENTRE EL CASOQ DISCRETO Y CONTINUO
1IV.1. Producto-integral de Peano

Existe una relacion entre los casos discreto y continuo que vamos
a exponer en lo que sigue.

Para ello introduciremos el producto-integral utilizado por G. Pea-
no [19], V. Volterra [32], N. Arley [1] y otros.

El concepto es simple y se reduce a formar el concepto correlativo
al de integral sustituyendo la operacién de suma por la de producto,
por lo que lo exponemos someramente.

Sea f una funcién continua y positiva en [a,b], ¥ g una funcién con-
tinua y mondétona creciente en [a,b], es decir, si

asxn<xsb se sigue glx1) = glxa)

Estas limitaciones para f v g son suficientes para nuestro objeto.
A este par de funciones f y g queremos asociar un ndamero J que
llamaremos ‘producto-integral en [ab] y que representaremos por

J= 0 + i(x)dex)) (IV.1.1)
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Sea = una particién de [a,b]

= {Xo, X1, ..., X }

a=<nd<n<. . <Xx=>0 (Iv.1.2)
J x:,m',...,x;

numeros cualesquiera con la tinica condicién

Xrngger r=0,1,.:.,k-—1 (IV.1.3)
La norma de la particién = viene dada por
N{n) = max{Xrs1 — X:) (IV.1.4)

N
Denotemos por

k=1 k-1

I = || A+ (glxen) — glxe)) = ] (1+f(x))Aglx))  (IV.1S5,

',
Ag(Xr) = g(Xr+I) — g(Xr)

Establecida esta notacién podemos formular la siguiente derinicion.

Definicion IV.1.1. Llamamos producto integral (1.1) al nimero J
si para cada ¢ > 0 existe un §> 0 tal que para toda particién de
norma

N(r) <5 se tiene |H(m)—7T] <c¢

Este concepto esta relacionado con el de integral. Llamemos I a la
integral de Riemann-Stieltjes

I=F fx)de(x) Iv.1.6)

Entonces podemos enunciar la siguiente Proposicién.

Proposicién IV.1.1. Siendo f(x), g(x) continuas en [ab], f(x) posi-
tiva y g(x) mondtona creciente existen (1.1) y (1.6) y se verifica la
relacion '
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b B
21+ Hx)dg) = exp ( { fx)g))
Demostracién. Es facil comprobar que si

1
Ixl < —
2

se verifica
x—x2 < In(l + x)<x {IV.1.7)

relacién que aplicaremos posteriormente.
Fijado £ > 0 por la continuidad de la funcién exponencial existe
un 1 > 0 tal que
sio I—n<x<I+ny
se cumple
. expl—e<expx<expl+ce (IV.1.8)

relacién que también usaremos mids adelante.
La existencia de la integral (1.6), que es conocida, nos asegura que
al numero m/2 le corresponde un &, > 0 tal que

k-1

I n
si N{n)< 8, se tiene | E f(xe)Ag(x)— 1| < ?

=0
o bien, llamando para abreviar

A = f(x:)Ag(xr)
que con N(=} < 8, se tiene

k-1
N
I—n/2</ A<I+n/2 (Iv.1.9)
=0
Llamando
K = max f(x)
1 'n
M’ = min ( , ) (IV.1.10)
2K 2K*(g(b) —g(a))
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por la continuidad uniforme de g(x), al nimero o' > 0 le corresponde
un & > 0 tal que '

0<x"—x" <8 implica gx")—gX)<n
luego si N(m) < & , max(Ag(x:)) <7’

de donde
P 1 1
A = flx)agx) S K <K —=— (IV.1.11)
2K 2
lo que permitira aplicar (1.7) con x = A; y también con
N(r=) < &,
Zﬂ A= Z (Fx)ag(x)f < Ki(g(b) — gla)n' <
U T
< K2 (g(b)— g{a)) = — (IV.1.12)
) — e e —e@y 2

Aplicando pues (1.7} con x = A., vilida por (1.11) .se obtiene

Ac— A € In(1 + f(x)Ag(x) < A
v sumando

k-1

k-1 k-1
> Ac— > A <ln ] a+ f(xr)Ag(x:)) QL A
r=0 r=0 =0

y con N(®) < min(8,, 5:) se pueden aplicar (1.9) y (1.12) y resulta
k-1
n

n ’ 1
I ————<In D (1 + f(x)AgxNET + —
2 2 2

y esta ultima permite aplicar (1.8) con

k-1

x=In D 1+ f(x;)Ag(x,))
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y resulta.

k-1

expl —e< D (1 + f(x,)Ag(xr)) expl + ¢

que prueba la existencia del producto integral
P (1 + f(x)dg(x)
y la igualdad de la Proposicién, quedando ésta demostrada.

Una propiedad sencilla del producto integral es la siguiente

& (L 4+ KxMg(0) & (1 + Kxdg(9) = P (1 + Edgh))  (IV.113)

la cual se obtiene inmediatamente de la Proposicién anterior.

IV.2. Relacidn entre los casos discreto y continuo -

Las férmulas de w™ obtenidas para los casos discretos (III.1.15}
y continuo (I1.4.13) estin relacionadas, pudiendo obtenerse la del caso
continuo por un proceso de limite del caso discreto, bajo ciertas con-
diciones. :

Supongamos que m es una funcién de medias que cumple las si-
guientes cond1c1ones

a) me. © sea, es continua

b) el dominio D de m es (&,%)
¢) m es constante en [f,=), pero

m(x) < m(f) para x < B
En estas condiciones F = w'(m)¥. y vale F(a}) = 0 F(B8) = 1.
A partir de m se pueden definir distribuciones de tipo discreto del

siguiente modo. Sea = una particion del intervalo [a,B]

C!.'——-'J(o<}.{1<X2< '...<X1;.=B (IV.21)
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con norma : S .
: Nin) = max(Xrys = Xe) (Iv.2.2)

A partir del par m,x se puede obtener una funcién de medias
m el ;
b1
definida de la siguiente forma

dominic de. m_ = [o,)

mn(x) = Xo si x€[x, x1) |
mﬂ(x) = m{x,) si xe[Xr, Xeaa) (Iv.2.3)
mn(x) =B si xe[f,)

La funcién m (x) es constante en los intervalos [Xr, %r41) ¥ [B,00)
JT
pero los puntos X, no son forzosamente de discontinuidad de m . pu-
JT
diendo asegurarse solamente que -

mn(xr) < mn(xm) (IV.24)

El conjunto C de puntos de discontinuidad de m es un subcon-
junto de (2.1). o ' -
El comprobar que m_es una funcion de medias es trivial y omitimos
su demostracién,
Sea ahora
Ky, Tz, Tay oene, Tonp wer o (IV.2.5)

una sucesién.de particiones del intervalo [«,8] que cumple la con-
dicién
lim N(r,) = 0 ‘ {IV.2.6)
n

Los puntos de m, se deben denotar asi
o = x(“) < x(n) < o ( x('“) e B
0 1 k(m)
valiendo
N(m.) = max(x® — x®)
T r+l r

lim N(x.) = 0
n



9 : ) José Maria Ruiz Gomez

Llamaremos para abreviar mu(x) a m_ (x).

Teorema V.21, Sea me#. con las condiciones a), b), c) sefialadas
al comienzo del pdarrafo. (®) una sucesion de particiones (2.5) con la
condicidén (2.6) y (m.) la sucesién de func1ones definidas anteriormente
a partir de m y . Entonces

1.° mnEu‘ﬂd
22 limma(x) = m(x) uniformemente en D
n
3° sies F=w'(m), Fo = w'(m.) vale
lim Fu(x) = F(x)
1

Demostracién. La consecuencia 1.* ya ha sido seflalada anterior-
mente. La 2.* se obtiene facilmente, como sigue.
Sea
a<x<@8

XIS x<xy
m(x) < m(x) < m(x®)

y por la forma de definir m, vale
m{x®) = ma(x) K m(xf:’l)

luego
0 = m(x) — ma(x) = m(x) ~-m(x®)

ahora por la continuidad uniforme de m en D, fijado ¢ > 0, existe un.
§ > 0 tal que '

si0<x’—x' < 5 se sigue 0 m(x”")—m(x’) <«
y como llega a ser N(x) < 8, se cumplira, por tanto

0 < m{x)— mu(x) = m(x) — m(x(r“)) <E
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por ser
0 x—x® < x(“)l— x® << N(mg) < 8
r rt+ r

lo que prueba que

lim me(x) = m{x} uniformemente en D (1v.2.1n
n .

Para x == §§ es trivial (2.7) por lo gue resulta la segunda propiedad
del Teorema.

Para demostrar la 3.* parte de la tesis empezaremos notando que la
fé6rmula (IIL.1.15) para distribucicnes discretas, que puede escribir-
se asi

Fxury1) Xry1 — M(Xe)
_—= ] (IV.2.8)
F(xx) b Repy — M%)

es valida aunque se intercalen entre los puntos de discontinuidad pun-
tos que no lo sean; en efecto sea X, <x <Xry: con m{x:)=m(x )< m(Xrs+1);
entonces resulta evidente que:

F(Xrs1) Xrrr — (e}
F(Xr) Xrsp — m(xr+1)
Xepr — m{X") X —m(x)
= ! ( . ( (IV.2.9)
Kryp— m(xn-l) ¥ — m(x,)

Por ello puede aplicarse dicha férmula (2.8) aunque no sean todos
los puntos x, de discontinuidad.
$i suponemos ahora que

xe[xl), x®
[ ) p+1)

con a<X<fB vale

ma(x) = m(xg")

v valdra bor (2.8) teniendo en cuenta aue F. es constante en [x® x®@)
p rtl
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p+l

1 Fi(B) Fu(B) Fu(x® ) st x® — my(x®)
%{n) r+l T
Fo(x) Fu{x) ~ Fu(x) Fa(x™) X x® — mg(x®@) -
P . » = r+l r+1
k(uy-1 W __ (n) (m)~1 @) — o
) ) )
= ' = 7] (1+ ) IV.2.10)
ﬂ x — m(x(ﬂ)) x®) m{x®@) (
=p r+1 r+l r=p r+l T+l
El primer factor de (2.10)
Y ®)
m(x{ ) — m{x*)
Ao =1+ ) )
) n
x® m(xw)
es evidente que tiene de limite la unidad si #n tiende a infinito.
También tiene de limite la unidad la expresién:
m(x® } — m(x)
ptl
I;n —_ 1 -+
- x{o m(x(n) )
ptt 1
con lo cual (2.10) la podemos escribir asi
1 As
F.(x) B.
con
m(x® ) —m(x) o - Am(x®)
P o
J(ew) = (1 + ) (1 )
x(n) J— m(x(n) ) ]_[ + K(ﬂ) _ m( x(n) )
pHl I +1 o+l

rEpFl

Am(x®) = m(x(:)z) — m(x™)
I T

pero JF(v.) corresponde a la expresion (1.5) que se utiliza para definir
el producto integral con las funciones
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f(t.) : e
: t — m(t)

g(t) = m(t)
y la particiéon on de {x,8]

X<x® o x g < x = f
ptl ptd k(n} -

por lo cual al tomar limites en (2.11) resulta

1 a dmf(t)
lim - 9@( I+ )
n Fux) * t ~- m(t)
y por la Proposicidn 1.1
1 dm(t) » dm(t)
_—= exp( ?——-————) = exp(j —————-——-)
lim Fu(x) * t—mf(t) * t— mt)

n

y por {[1.4.14) del Teorema 11.4.1

Iim Faf{x) = F(x)
n

Para x 2 B o x < a la relacién anterior es trivial, con lo cual queda
demostrada ja 3." parte del Teorema v éste en su totalidad.

IV.3. Ejemplo

Ejemplo IV.3.1. Sea la funcién me4#. definida por

a

mx)=-————x  si 0<x<b
a+1
ab

m(x) = —— si x=2b
a+1

o sea, D =(0,»)
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Consideramos una particién = del intervalo [0,b]

™ = {Xo, X1, Xz, ..., Xn }
con

a'b—
n b ar
mn(xr)z = (r=0, 1,2,...,1’1)
a+1 n a-+1
(Iv.3.1)
ba
Mn(Xr) = ——— (r=zn)
a-+1

que es facil comprobar que verifica las propiedades de una funcién de
medias discreta.

La funcién de distribucion discreta correspondiente a la funcién
de medias (3.1) es por (II1.2.1)

Fux.) =0 sir<Q
nlf(r+a+1)

F:l(xr) = : si 0 --.<.,_ r -.<.._ n—1 (IV.3.2)
rii{n+a+1)

Fuolx:) = 1 sir=zn

La funcién de distribucién (3.2) coincide con la funcién de distribu-
cién (I11.4.2) del Ejemplo ITL4.1 que corresponde a la funcién de me-
dias (11I.4.1).

T X
Si hacemos tender n a infinito con —— —

n b

IS

ab
n ax
lim mu(x.) = lim = = mi(x) (IV.3.3)
n—pc0 n—>» 20 a—+1 a+4+1
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r X
_1_.)__
n b
con xs{o,b]
ab
sixzb, limmdx) = _____.)
a+1

donde m(x) es una funcién continua que verifica las propiedades de
una funcién de medias como es muy facil comprobar.

En las mismas condiciones de los limites anteriores, la funcién de
distribucién discreta F.(x.} tenderia a

nNr+a+1) -
lim Fo(x,) = =

rifM{n+a+1) -

= ( ; )“= F(x) 0<x<b) L (V34

(Si X 2 b R lim Fn(Xr) = 1)
con Fe¥..

La funcién de distribucion (3.4) es continua en 9D y resulta inme-
diato comprobar que verifica las propiedades de funcién de distri-
bucion.

Veamos por ultimo que la funcién de distribucién (3.4) es la ima-
gen mediante w' de la funcién de medias me#. obtenida en (3.3). En
efecto, utilizando (J1.3.8)

F(x):exp[—} & -’=( i )n xe(0b]
L - 1 b

F(x) =1 x2b

que coincide con (3.4).
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V. DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES TRUNCADAS. GENERA-
LIDADES

V.1. Distribuciones bidimensionales truncadas

La generalizacién mas natural a dos dimensiones del concepto de
truncamiento por la derecha en una dimensién es, sin duda, la que
exponemos a continuacion. :

Sea (X,Y) una variable aleatoria bldlmensmnal con func1on de dis-
tribucién conocida

F(x,y) = X< xY < y) (V.1.1)
y sea (xy) un punto fijo (por ¢l momento)} del plano R’ tal que
F(X’Y) > 0. .

La variable aleatoria (X,Y) truncada por la derecha en el pun-
to (x,y) es la variable aleatoria (X,Y) sometida a la condicién expre-
sada por las relaciones simultineas

X<x , Yy (V.1.2)

Es decir, la variable aleatoria (X,Y) truncada por la derecha en

el punto {x,y) es la que tiene por funcién de distribucién la siguiente:

PX<uYsv; X<x,Y<yY)

Fluyv/xy) = =
PX<xY=<Yy)
P(X<min(ux), Y<min(v,y) F(min(u,x) , min{v,y})

B PIXExY<EY) - F(x,y) -
Fl(u,v)

— Si UV y
F{x,y)
F(u,y)

—_— stusxvay
F(x,y) -

< (V.1.3)

F(x,v}

_— siuzxvsy
F(x,y)

L | siuzxvzy
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Diremos también que F(u,v/x,y)} es la funcién de distribucién que
resulta de la funcion de distribucién F(x,y) por truncamiento por la
derecha en el punto (x,y).

Se observa que existe una distribucién truncada para cada (xy)
tal que F(x,y)> 0, o sea, que dada F existe una familia de distribu-
ciones truncadas correspondiendo una a cada punto del conjunto

D = {{xyxR*: F(x,y) > 0} (V.1.4)

(denotamos por la misma letra D este conjunto, lo mismo que con la
misma letra F la funcién de distribucién para el caso bidimensional y
unidimensional, pero el contexto evita cualquier confusién).

Acerca de la estructura del conjunto ‘D da informacion la siguiente
Proposicion.

Proposicién V.1.1. Sea F una funcién de distribucién bidimensional
dada y D el dominio (1.4} donde estan definidas las distribuciones trun-
cadas de F. Si un punto (x",y)€D, entonces el angulo recto

A={Exy):x=2xXy=2y}

esta contenido en “D.
Demostracién. Es trivial, pues si x2Z2xy =2y, vale

Fxy)ZFXx,y}>0
Fijado un nuimero real y sea

Dy = {x: (xy)eD} (V.1.5)

]

De modo simétrico si se fija un mimero real x definimos

Dax = {y: (x,yxD} (V.1.6)
Estas son las secciones por x y por v del conjunto ‘D.
Las proyecciones primera y segunda de D vienen dadas por las ex-

presicnes:

piD = {x: (x,y)D para algin y} (V.1.7)
peeD = {y: (x,y%D para algin x} (V.1.8)

respectivamente.
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Proposicidn V.1.2. Para cualquier y real, el conjunto Dy, de (1.5)
tiene precisamente una de las formas

, (a,2) , [o,0) , & (V.1.9)

(—OG e )
pero si yepr:D, (1.9) es una de las tres formas
(—GO,CO) 3 (a,w) ¥ ['a)co)

Del mismo modo, para cada xcR, el conjunto D, (1.6) tiene una
de las formas

(-—-ao,oo) 4 (Blm) ] [B,QO) s d) (V'l-lo)

pero si ademads x€pnD, Dy es una de las formas (1.10) excluido el
conjunto vacio.

Demostracién. Es trivial teniendo en cuenta que F(x,y} es monéto-
na en cada variable.

El ntimero ¢ de (1.9) es funcién de v, v el B de (1.10) es funcion
de x y pueden definirse asi:

o = afy) = infDy, = mnf{x : F(x,y) > 0}
(V.1.11)
f = f(x) = infD;; = inf{y : F(x,y) > 0}

La funcién x = e(y) puede dejar de existir, por ejemplo si D = R?,
o si toda la masa de probabilidad definida por F estuviese repartida
a lo largo de una recta horizontal.

Pero si existe la funcién

@

x = a(y)

su dominio es un punto o un intervalo finito o infinitc, de cualquier
tipo.

Caso de que exista esta funcién x = a(y) para yel, donde I es un
intervalo finito o infinito de la recta, dicha funcién determina la fron-
tera de D, salvo los extremos de 1. Esta frontera también podria defi-
nirse mediante una curva en forma paraméirica

X:X(a)
y = a + x(a)
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donde x(a) fuese una funcién mondtona decreciente y a + x{a) fuese
una funcién monétona creciente. Las mismas consideraciones valen
para y = ((x).

V.2. Funciones de medias

A partir de la funcién de distribucion F(u,v/x,y) (1.3) de la variable
aleatoria truncada (U,V) podemos obtener las medias de U y V

mxy) = | [ udiFuv/xy)

—Q0 —C0

(V.2.1)
mux,y) = }o c‘j'o vdu-F(u,v/x,y)

—) — 00

suponiendo que existan las integrales anteriores. Para la primera se
tiene

myx,y) = ? udoF(u, /x,y) =

o q F(min{u,x), min{«,y))

= ud, =
—o F(x,y)
1
= — ( u doF(u,y) + r u duF(x,y) (v.22)
F(x,y} \.J (—oeox] J &4 o0) }

y como la dltima integral es nula por ser F(x,y) constante (independien-
te de la variable de integracién u), queda

( u d¥(u,y)
J (—x]
myx,y) = (V.2.3)
. F(x,y) '

Célculos completamente anilogos nos dan a partir de la segunda
de (2.1)

[r v dF(x,v)
J (—no,y]
muxy) = (V.2.4)
F(x,y)




100 T . José Marin Ruiz Gome:z

Este par de funciones (2.3), (2.4) constituyen las funciones de me-
dias de la funcién de distribucién F(x,y). Podemos formalizar esto en
la siguiente definicién.

Definicion V.2.1. Dada una funcién de distribuciéon bidimensional
F(x,y) llamaremos funcion (vectorial) de medias al par m = (mi,ms)
donde my y m: estan definidas por (2.3) y (2.4), siempre que las inte-
grales de Lebesgue-Stieltjes que intervienen en esta formula existan.
La funcion mu(m.) serd la funcion de medias de F respecto de x (res-
pecto de y).

Para la existencia de la funcién de medias m de F tenemos la
siguiente Proposicion.

Proposicion V.2.1. Para que existan para todo x y todo y las inte-
grales que intervienen en (2.3) y (2.4) es necesario y suficiente que exis-
tan las dos integrales

[ .
| u dF(u,y) (V.2.5)
J (—00,0]
para todo ¥
{
| v dF{(x,v) (V.2.6)
J (—,0)

para todo x.
Demostracién. Para (2.5) esto se debe a que la existencia de las in-
tegrales

r u dF(u,y) six<0
J x0]

r

| u dF(u,y) six>0
J (0x]

siempre estd asegurada; lo mismo se deduce para (2.6).

Definiremos los elementos fundamentales que intervienen en nues-
tro problema. :

Llamaremos % al conjunto de las funciones de distribucion bidimen-
sionales para las que existen (con valor finito) las integrales (2.5) y (2.6)

para todo y y todo x.
Llamaremos K al conjunto de las funciones de medias

m = (mj,mz)

obtenidas de la definicidn 2.1 para cada Fed?.
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Las relaciones (2.3} y (2.4) determinan un elemento de K para cada
elemento de &, o sea, definen una aplicacion de # en K que denota-
remos por '

v FH K (v.2.D)
donde : ,
m = (m;,mz) = \I’(F)

Del mismo modo que en las Partes anteriores se estudié la aplica-
cion w:F — M serd ahora objeto de estudio la aplicacion ¥ de %
en K (2.7).

Dado un yepr:D, que consideraremos fijo por el momento, mx,y)
es una funcidén de x

my(X,y) = Muy(x) (V.2.8)
definida para xeDy;, yepr:D

que llamaremos seccidn por y de mi(xy).
Lo mismo, fijado x, con xepry’D, la funcién

mex,y) = ma(y) (V29

definida para yeD., con x fijo, xeprD
se llamara seccion por x de mix,y).

Proposicién V.2.2. Sea FEFH y
m = (m,m) = ¥F)EK

la funcién de medias de F.
Entonces existen dos funciones de distribucién unidimensionales

F;yEEF N szsff
con la propiedad
myy = W(Fy) (V.2.10)
Mz = W(Fx) (V.2.11)

Demostracién. Refiriéndonos al caso (2.10) tomemos la férmula (2.3)

{ . .
| u dF(u,y)
J (_mpx]
m(x,y) = m{x) = (v.2.12)
F(x,y)
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Definamos la funcién

F(x,y)
Fu(x) = — 0 (V.2.13)
F(+ w«.y)

Como yeprzD , F(+,y) > 0 ; (2.13) tiene sentido. Ademés Fi(x) de-
finida por (2.13) resulta facilmente que es una funcién de distribucidn,
por ejemplo, Fu{—=) =0, Fy(+«) =1, etc.

A
La funcion de medias m = w(Fy;) de esta funcién de distribucién
unidimensional viene dada segin (1.2.2) por

r
’ u dFly(u)
A J (_OO,X]
m(x) = =
F1y(X)
Flu,y) s
ud—————— |
F(+.y) | u dF(u,y)
(_oolx] J (—wrx-]
F(x,y) F(x,y)
F(+ 0y}
que coincide con (2.3), o sea
A .
m = w(Fy) =my , yepr:D (V.2.14)

y queda probada (2.10). La igualdad (2.11)} se prueba del mismo modo,
llegando a
Mz = W(Fa) , xepnD (V.2.15)

Esta Proposiciéon puede enunciarse brevemente diciendo que la fun-
cion de medias respecto de x, mix,y), es para cada y una funcion de
medias de una distribucién unidimensional, y enunciado simétrico para
ma(Xx,y).

V.3. Propiedades de la funcion de wmedias m = (m;,m.)

Segin hemos visto en el parrafo 2, la funcién my, fijado el para-
metro y es una funcién de x. Esta funcién por (2.14) es una funcién
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de medias de una distribucién unidimensional, por lo que posee todas
las propiedades sefialadas para esta funcién de medias en el Capitulo 1.
Lo mismo ocurre por (2.15) con la funcién m.., fijado el parametro x.

Podemos dejar establecido este hecho de un modo formal en la
Proposicién siguiente,

Proposicion V.3.I. Dada m = (m;,m.) = ¥(F) con Fe#, la funcién
de x(y), muy(x) = m(x,y) {(m=(y) = mux,y)) tiene las propiedades seiia-
ladas en las Proposiciones 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.34, 14.1, 142, 161, 1.7.1,
1.7.2 y en los Teoremas 1.5.1, 1.5.2 v 1.5.3,

Por ejemplo, la Proposicién correspondiente a 1.3.2 seria
a) Para todo xeDy; , yepr:D se verifica

m(x,y) < x
con la Unica excepcién del caso Dy = [a,) en el cual vale

mfxy} < x para x > a(v)
mix,y) = o para x = a(y)

b) Para todo yeDux , xepnD se verifica
myx,y) <y
con la dnica excepcién del caso Dn = [3,) en el cual vale

ma(x,y) < y para y > f((x)
moxy) =y para y = fi(x)

Demostracién. Se deduce de la Proposicién 2.2 y de las Proposicio-
nes enunciadas en la 3.1,
V4. Obtencion de F(x,y) conocida w™

Proposicion V.4.1. Dada m = (m,m.)K, si podemos calcular w™(m,y)
y w{mz) se verifica que F = ¥(m;m,) viene dada por

F(x,y) = w'(mxXy) Hm o™ (my)x) (V4.1)
y=—»+co

Demostracién. Si las funciones myy , me, pertenecen a un conjunto
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donde podemos calcular wi(miyXx) y wl{me)y), tendremos por (2.14)
y (2.15) que

Fi(x} = w'(may)(x)

Faxy) = o (e }(y)

y por tanto de {2.13) y de su andloga para Fu

F(xy) .
—_— = WMy ) (V4.2)
F(+ 0,y)
F(x,y) , '
— = W {mu)(y) (Vv4.3)
F(x,+ )

Haciendo en (4.3) tender x a infinito y teniendo en cuenta que
F(+,+w) = 1, resulta

F(+w,y)= lim w'(mxXy) (V4.4)

X—>+ o0

y llevando este resultado a (4.2) se obtiene

F(x,y) = w'myXx) - lim w{(mu)y) (V.A4.5)

X4 0

Siguiendo un camino correlativo se obtendria

F(x,y) = w{(mx)(y) lim m"(m;y)(x) (V.4.6)
. Y=+ a0

V.5. Funciones de distribucicn continuas. Obtencion de ¥ en este caso

Un subconjunto notable del conjunto % (dominio de ¥) es el con-
junto #. de las funciones de distribucién continuas pertenecientes
a . Llamaremos K. = ¥(5.) al conjunto de las funciones de me-
dias m = (m,m;) que son imagenes por ¥ de estas funciones de distri-
bucién continuas. Si m = (m;m:)xK. entonces, my(x)ef. y muly)etle,
valiendo lo dicho en la Parte II para my; y my, por ejemplo, las sec-
ciones del dominio D = {(x,y}:R®: F(x,y) > 0} son de la forma

Dy = (—,0) 0 (,0) v Dy =(—e0,%} 0 (B,»)
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quedando excluidos los casos
Dy = [a,») y Dz = [B,0)

que forzosamente implican una discontinuidad de la funcién Fiy en «
vy Fax en fi.
Como myyef. v mauef,, existen

o dimi(uy)

wi{my X(x) = exp ( — T —-—-(——)—- ) (V.5.1)
T u—miuy
w  demax,v)

w“(mn-)(y) = exp ( _ f —-—-(—)— ) (VSZ)
Yooy —max,v

por (I1.4.14), pudiendo determinarse en este caso la funcién de distri-
bucién F(x,v)e%., como indicamos en la siguiente Proposicién.

Proposicion V.5.1. Sea Fe., m = (m,m:) = ¥(FkK. Entonces F
queda determinada por m = (m;,m:) mediante una integral de Riemann-
Stieltjes

- dlml(u,y) . dgmz(x,v) —I
F(xy) = exp —{ J—— 4 lim ———-—-—-—} (V.5.3)
*y—myuy) Xt ? v—my(x,v) } |
si {x,y)D
F(x,y) =0 si (x,y)gD

Demostracién. Se obtiene (5.3) sustituyendo (5.1) y (5.2) en (4.5).
Si sustituimos en (4.6) se obtiene como expresién de F(x,y)

oo dzmz(X,V) two d1m1(u,'_Y) -‘
Fixy}) = exp} — [ ————+ lim —_— (V.5.4)
¥ oy —max,v) y=+eo T u—miuy) J
si {(x,y)}eD
F(x,y) =0 si (x,y)&D

V.6. Funciones de distribucion derivables. Obtencidn de ¥ en este caso

Estudiaremos en este parrafo el subconjunto

_%DC%E
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de las funciones de distribucién con derivadas parciales primeras y de-
rivada segunda mixta continuas.

Como indicdbamos en el parrafo 3 de esta Parte V, la Proposi-
cion I1.3.1 sera valida para m = {m;m;), asi como los Corolarios IL.3.1
y I1.3.2 valiendo las condiciones necesarias para que m = (1m,m:)Kp
con Kp = ¥(%p).

La Proposicién I1.3.1 daria lugar ahora a la siguiente

Proposicién V.6.1. Sea Fe%, m = (ym,m;) = ¥(F) y x(y) un punio
interior de “Dy,{D::). Entonces »u(m.) es derivable en x(y) si, y s6lo si, F
admite derivadas parciales primeras en x(y). Ademés cuando existen
estas derivadas parciales D/F(x,y) (D:-F(x,y)) valen las igualdades

D:F(x,y) my(x,y)
= (vV.6.1)
F(x,y) x —my(x,y)
D:F(x,y) m;(x,y)
= (V.6.2)
F(x,y} y — my(x,y)
aF(x)y) BF(x,y)
con D\F(xy) = ——— , D,JF(xy)= ———
dx By
' aml(xry) ’ an'lz(x,y)
mx(X.y) =, mz(x,y) = —_—
dx ay

Demostracion. Resulta de las Proposiciones 2.2 y I1.3.1.

Proposicion V.6.2. Sea Fe%'p vy m = (m;,m,) = ¥(F). Entonces para
todo (x,y)eD se verifica

a my(x,y) 2 m;(x,y) S
gy \ x—mxy) / o ( ¥ — myX,y) )/
my(x,y) ma(x,y)
> . (V.6.3)

x—mxy) y-—mxy)



Fuyncion de medias de las distribuciones truncadas 107

Demostracién. Derivando la igualdad (6.1) respecto de la variable y
y la igualdad (6.2) respecto de la variable x obtenemos

3 m(x,y) F(x,y) DuF(x,y) D.F(x,y) D:F(x,y)
( ) = —_ (V.64)
gy \ x-—mfxy) [F(xy)]* [Fx, )}
a
con DuF(xy) = F(x,y)
oxdy
0 m:{X,y) F(x,y) DuF(x,y) D F(x,y) D:F(x,y}
( ) - - (V.65)
gy \ y—maoxy) [E(x,y)}]* [F(x,y)]*
(x,y) 7 x.y) |
DziF , = F ’
con Xy - X,y

De (6.4) y (6.5) resulta la igualdad de la Proposicién, ya que para
la funcidon F(x,y) vale la igualdad de sus derivadas mixtas.

La desigualdad de la Proposicién resulta de (64), (6.1}, (6 2) y de
ser F(x,y) > 0, DeF(xy) =2 0.

Proposicion V.6.3. Si Fe%o y m = (m,m;)} = ¥(F) se verifica para
todo (x,y)eD

!
o mx,V)
a) Existe lim f———————dv , y es una funcién ¢(y) monétona
X—>e0 T x .o ma(x,v)
decreciente y acotada inferiormente.

«  Mu(uy)
b) Existe lim {—————du, y es una funcién 6(x) monsto-
y—=+o T u—mdu,y)
na decreciente y acotada inferiormente.

Demostracién. a) La convergencia de la integral estd asegurada

por el Teorema 1.5.1. Integrando (6.2) respecto de la variable y en (y,+ «)
resulta

. mixV) F(x,)
j —  dv=L—ow—— {(V.6.6)
T v—rmx,v) F(x,y)

-

o
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El limite de {6.6) si x tiende a + «, nos da

+o mz(x,V) 1
im T Gy el = 4y
X—=>+co ¥ V — mz(x,V) F(+ @ ;Y)

funcién acotada inferiormente por cero y decreciente.

El apartado b) es andlogo utilizando la igualdad {6.1).
En el siguiente Teorema determinaremos-la inversa de la aplica-
cién V.

Teorema V.6.1. Sea Fe%p, m = (m,m.) = ¥(F). Entonces F queda
determinada por m = (m,,m;} mediante una integral de Riemann

Fed) . miud) ¢ mday)
L= [ qu+4 [—— " ay (V6T
F(a,b) 2 e my(u,d) "y — mal(a,v)

donde la quebrada que une los puntos (ab), (a,d) vy (c,d) esta contenida
en D y ademas

7 : +a ml(u,y) +350 mz(a,V) _‘
F(x,y) = exp -——% j——du+ lim [ ————————dv; !
* u—miu,y) a—»w ¥ v—mga,v) i
(V.6.8)
: 'si (x,y)eD
F(x,y) =0 si (x,vYED

por tanto la restricciéon de ¥ a #p es inyectiva, o sea, la restriccion

¥ Fp— Ko = W)
es una biyeccién.

Demostracién. Las igualdades (6.1) y (6.2) constituyen un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden que
podemos escribir en la forma

ILF(x,y) mi(x,y)
ox X — m(x,y) (V.:69)
8LF(X,y) ITIZ(X:Y)

dy ¥ — maX,y)
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La Proposicién 6.2 nos asegura que el sistema anterior es integrable,
pudiendo escribirse como una ecuacién diferencial total exacta

mi(x,y) my(x,y)
dF(x,y) = e dX + ————— . dy (V.6.10)
X — mi(x,y) v —m(Xx,y}

integrando la ecuacién (6.10) por el camino rectilineo PP'QeD con
P(a,b), P(a,d) v Q(c,d) obtenemos

mf(x,y) ' msx,y)
J dLF(x,y) = | dx + dy (V.6.11)
FQ PRy x— mi(xy) v — ma(%,y) /
que se transforma en
a  mfayv) «  mfud)
LF(cd)—LFab)= f —————dv+ | ——————du (V.6.12)
"oy —mfa,v) 8y - m(u,d)

De la igualdad (6.12) resulta la igualdad (6.7).
Para obtener (6.8) tomamos limites en (6.12) cuando b tiende a infi-
nito, valido por el Teorema 1.5.1, obteniendo

ve  Mav) . mi(ud)
LF{cd)—LF@,+o2)=——] —— — dv+ | —————du (V.6.13)
4 v —mya,v) * u—miu,d)

en (6.13) podemos tomar limites cuando a tiende a infinito por la Pro-
posicién 6.3 y el Teorema 1.5.1, quedando

o May) o mi(ud)
LF(cd) = — lim [ dv— [ ———————du (V.6.14)
a=o0 1 yv_—myfa,v) © u—mfu,d)

y haciendo en (6.14) c = x , d = y obtenemos (6.8), lo que completa
la demostracion.

Tengamos en cuenta que si la ecuacién (6.10) la integramos por el
camino rectilineo PP'QED con P(ab), P'(c,b) y Q{c,d)} los razonamien-
tos anteriores son analogos y obtendriamos como funcién de distri-
bucién

[ MalxV) v mub) 1
Fixy)=exp —| [—————dv+ lim [ —du |
: LY v—mxv) b= * y—myub) |
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Vamos a transformar la expresién (6.8), para ello sea

Fen m!'(u,y) +e0 m;(arv)
Bxy=—|J ———du+ lim [—x———dv
T u—m(uy) a—+w ¥ yv—msa,v)
y
a ml’(u,y) s miav)
Alxy;ab) =z —| [ ———o-du + [ —————dv
T g mdW,y) ¥ yv—mafa,v)

con (x,a)kxD, (ybeD
se verifica que
A(x,y;ab) = B(x,y) + K(a,b) con K(ab) =cte (V.6.15)
En efecto
A(xy;a,b) = A(xy;+ o, +®) + A+ ®,4 ;ab)

igualdad equivalente a (6.15),
Sustituyendo el valor de B{x,y) de (6.15) en (6.8) resulta

F(x,y) = exp (A(xy;a,b)—K(a,b)) (V.6.16)
expresion que utilizaremos en lo sucesive para F(xy).

Teorema V.6.2. Sea m = {m;m.) una funcién (vectorial) real en su
dominio. Las condiciones (simultineas) siguientes son necesarias y su-
ficientes para que m = (my,m.) sea una funcién de medias de una fun-
cién de distribucién de #n.

1®* Las secciones del dominio ‘D de m = (m;,m:) son de la forma
Dyy = (—o0,0) 0 {&,2) y D = (—w,0) o (B,»).

2."’ Debe valer para todo (x,y)kD
mxy)<x y mxy)<y
y ademas si Dy, = (a,) (Dx = (B,%)) entonces
mxy) >«  (mxy)>8)

3* m,; (m:) es creciente en sentido amplio con la variable x (y).
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4* m, (m.) es continua en el dominio D.

5" Para todo (x,y)D la integral de Riemann

o m:(u:Y) +oo m;(xlv)
f—— " du ( e dv)
T m(uy) ¥y —mofx,v)
es finita.
6. La integral de Riemann
mi(x,y) r mi(x,y)
——dx | ——dy
x — mu(x,y) ( | y — myX,y) )
J G-Dl! J ‘sz
es infinita.
7 Para todo (x,y)kD existe
e Ma(XV) e mluy
lim [ ———dv ( lim [ -—-——-——du)
X—+w 7 yv—mdx,v) ybee 2 —my(u,y)

v es una funcién ¢(y) (8(x)) mondtona decreciente y acotada inferior-
mente.

8* Para todo (x,y)D vale
3 my(x,y) 9 my(x,y)
( )=l )>
dy \ x—mlxy) x \ y-—max,y)

m:(X.y) m;(X.y)

x—m(xy) yv-—miAxy)

92 En el caso D = (—o,w)x(—omw,»), se verifica

lim mi(xy) - exp{Alx,y;a,b) —K(ab)) =0

K OO
lim mJxy) - exp{A(x,y;a,b) —K(ab)) =0
Ypm00

con (ab)xD.
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Dernostracién. La necesidad de las condiciones 1.2 a 62 se sigue de
la Proposicidn 3.1. La necesidad de la condicién 7. se sigue de la Pro-
posicién 6.3, la necesidad de la condicién 8.° de la Proposicion 6.2 y la
necesidad de la condicién 92 del Lema II.5.2.

Para demostrar que estas condiciones 1* a 9° son suficientes, su-
pongamos que una funcién que llamamos m = (m,,m;), es una funcién
continua en su dominio D y que satisface las condiciones 1.7 a 9.2 del
Teorema.

Definamos la funcién

ﬁ(x,y) = exp (A(x,y;a,b))—K(a,b) para (x,yxD
F(x,y) =0 para (x,y)&D
con (a,b)eD,

Demostraremos primero que la funcién F es una funcién de distri-
bucién.

En primer lugar la definicién de F tiene sentido por las condi-
ciones 5 y 7.° La continuidad y monotonia son triviales, pues se trata
de la exponencial de funciones continuas. También para todo (x,y)D

(dominio de m = (m,,m:)) resulta F(x,y) > 0 con lo cual
D = {(x,y): F(xy) > 0}

Se demuestra sin dificultad que

lim A{x,y;a,b) = lim lim A(xy;ab) (v.6.17)
X=d a0 X=p00 Yboo
Y=

y utilizando (6.17) resulta que

F(+o0,+®) = exp (A(+o,+»,ab)—K(ab) =
= exp (K(ab) —K(ab) =1
La condicién F —oo,y} = 0, resulta de que
F(—=.y) = exp (A(—=,y;a,b)—K(ab)) y
A(—w,y;a,b) = —e , lo que lleva a F(—oo,y) = exp (—e) = 0

Lo mismo con F(x,—=) = 0.
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Calculando la derivada mixta de F obtenemos sin dificultad que
&F
oxdy

>0

que demuestra que F(x,y) es una funcién de distribucién.

Aplicando el Lema I1.52 a my y ms con E(xy)= F(xy) resulta
’

F(b,y)ﬁl(l;,y) —Fla,yymi(ay) = } uD,F(u,y)du (v.56.18)
F(x,d)ma(x,d) — F(x.c)max.c) = } vD,F(x,v)dv (V.6.19)

cona<b,c<d (ackD.

En el caso D = (—o,0 )x(—-,%) resulta de la condicién 9.2

lim Flay)mf(ay) =0 (V.6.20)
a—p—co

lim F(x.c)mdx,c) =0 (V.6.21)
C—»—0o0D

Sustituyendo (6.20) en la expresién que resulta de tomar limites
con a=——-2o en (6.18) resulta

b
[ uDF(u,y)du

fib,y) =
F(by)

Razonando de forma anéloga

a -
[ vDE(x,v)dv

—_—0

m;(x,d) =

F(x,d)

que prueban que Fe%p y que m = (m:,m;) = ¥(F).
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7. EJEMPLOS

Ejemplo V.7.1. Sea el dominio

D={(xy)R*: x=0 , y=20 , x+y=b}
y consideramos

D= {(xy)eD:0<x<b , 0Ky<b , x+y=2b}
definimos las funciones reales

b+ax—y

ma(xy) ="
a+1
(a>1)
b+ ay—x
ma(x,y) =
a+1
si (xyXD:e v
ms(x,y) = mb,y) six>Dhb
ma(x,y) = mfb,y) six>bhb
m;(x,y) = mi(x,b) siy>b
maxy) = mix,b) siy>b

Resulta inmediato comprobar que las funciones m: y m: verifican
las propiedades de funciones de medias continuas, es decir, que
m = (my,m:)eKe.

Por la Proposicién 5.1 existe una distribucién continua FE#., tal
que F = ¥{m;,m;) v cuyo valor es por (5.3)

b a h a
Fixy)=exp{ —[[] ———————dt 4+ lim f —————dv] } (V.7.1)
*t+y—b a=b ¥ x 4+ v-—b

La ecuacidon (7.1) se transforma en
b
F(xy)=exp { —-alL ——-—}
XxX+y—Db
de donde
(x +y—b)
F(x,y) = ” si (x,y)xD

F(x,y) =0 si (x,y)&D
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Resulta inmediato comprobar que F(x,y) verifica las propiedades
de funcién de distribucién.

Ejemplo V.7.2. Sea c>0, x>0, %>0, xiys =1+ ¢ y defina-
mos los conjuntos

‘Do={(x,y):c/y1€xéy1 3 C/méyéy: H X}’_}C}

Di={(xy):x=2x , y=2¢/x}

D={xy):x=c/yr , y2¥n}

Di={xy):x=2xs , y=2nt=D . ND,
€D=GI)0UGDlU®2

y en el dominio D las funciones

X +c
myx,y) = ——— si (x,y)ED,
2y o
my(x,y} = m{x,,y) ‘ si (x,yED, — D,
my(x,y) = my(x,ys) - si (xy)D:— D,
mi(xy) = mu(x,y) - si (x,¥)eDy
Xy + ¢
myfXy) = —— si (xy)XED,
2x
m:Ax,y) = ma(x,,y) si (x,y)D;—D;
le(XJY) = ml(xJYI) ) si (X,y)EcDQ —_— {Da
ma(X,y) = ma(x1,y1) si (x,y)ED:

Resulta inmedjato comprobar que las funciones mi(x,y), mAxy) ve-
rifican las propiedades de las funciones de medias.

La funcién de distribucion F(x,y) = ¥(m,,m.) viene dada, aplicando
la férmula (6.8) por '

F(x,y}) = xy—¢ en D,
F(X.,y) = F(X1,y) en D,—D,
F(x,y) = F(x,y1) ' en Dy— D,
F(x,y) =1 en ‘D,
Flxy)=0 en el resto

V.8. Distribuciones bidimensionales discretas. Inversa de { en este caso

Nos limitaremos en este pdrrafo a considerar el caso de distribu-
ciones de probabilidad discretas para las cuales existe un conjunto
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C = CxC: « R?, donde C.{C:) estd formado por un ndmero finito o nu-
merable de puntos, sin ningan punto de acumulacién a distancia fi-
nita y que tiene la propiedad

PC)=1

Respecto del conjunto C, puede ocurrir:
a) El ntmero de puntos en que estd concentrada toda la probabili-
dad es finito y los puntos son

Xo< X <X < .oo < X

b) El conjunto C, es numerable pero estd acotado inferiormente.
Los puntos de C, pueden denotarse por

Xo < X < X< ...

con lim x5, =
N—re

c) EIl conjunto C, es numerable pero estid acotado superiormente
y sus puntos pueden denotarse por -

X>Xa>X2> ... Xa> ...

con lim X = —«
=D

d) EIl conjunto C, numerable no estd acotado superior ni inferior-
mente. Sus puntos pueden representarse por

very Xomy voay Xz, Xy, Xo, Xi, X2y ooy Xy oo

con lim x,= + =
n—»4 00

lim Xp = —
y s —,

Con el conjunto C,, cuyos puntos representaremes por yn <on 1o
finito o no, ocurren las mismas cuatro posibilidades, por lo que para
¢l conjunto C tendriamos dieciséis posibilidades.
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Representaremos por %a < & al subconjunto de funciones de dis-
tribucién discretas y K[l = tl:(?f'd); 5’5’1) %m) son los subconjuntos

de %4 correspondientes a las 16 posibilidades anteriores y {forman una
particién de %a); K:] =v.[;(%’m), K_m): 41(9?18)) sus imagenes me-

diante .
Debido a la similitud existente entre los 16 casos anteriores, nosotros
estudiaremos dos de estos casos.

1) Cuando el nimero de puntos en que estd concentrada toda la
probabilidad es finito y los puntos son (X.,y;) con

X1 < X141
YW<¥y1 para-i=0/1,2,...,n; j=0,1,2,...,m (Vs.1)

2) Cuando los conjuntos C; y C; son numerables y estan acotados
inferiormente. Los puntos de C = C, xC:;, (x,y;) pueden denotarse por

Xp<xu<...<X<..

o (v.8.2)
Vo< <. <<
con m o= y lim yo=
N=»o0 T—»reo

En ambos casos el domonio D = [a,%) x [,%) con « = X, B = ve.
Ahora queda excluido el caso D = (x,¢} x (§,).

Proposicion V.8.1. Sea Fe#as y m = (m,,m:) = $(F). Entonces se ve-
rifica que

F(Xr“, ys) Xrp1— m:(xr. Yu)
F(xr, Yg) Xre1 — ml(xr+h Ys)
F(xh yg+l) Yo — m?-(xu': yﬁ)
b) = {(V.84)
F(X;-, _Vg) Yoyt — mz(xr, yau-l)

Demostracion. Resulta de las Proposiciones 2.2 y IT1.1.2.
" Una consecuencia inmediata de (8.3) y (84) son las dos férmulas
siguientes, para todo k <K, | <" estande kX', 1y I dentro de sus va-
lores posibles
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'y
ys+1 — ms(xl(, ya+l) Xrp1 = ml(xr+:ly yl'+1)

F(xe, 1) =
: T Yo — (X, ¥s) T X — (X, Yra)
* F(Xk:+1, Y1r+1) ) (V.B.S)
kr 1r
Xry1 — ml(Xz-+[, y]) Yaq1— mE(xk'+ls yﬂ+1)

F(xk, }'l) = ﬂ U
rek X1 — Ml Xe, ¥2) = Yoi1 — MK, Ya)
F(%x 41, Yiri1) (V.8.6)

En el caso discreto que estamos considerando, puesto que en cada
intervalo [XeXre1) ([¥s¥es1)) tanto F(x,y) como mi{m,) son constantes,
basta conocer los valores de F(xkye) ¥y mu(x:ys) (ma(x.ys)) en los pun-
tos (X.ys) para determina F y m = (m;m;) completamente.

En los célculos se suelen utilizar las probabilidades que correspon-
den a los puntos (x:,v).

Prs = F(xl':yﬂ) - F(xr—l;yg)— F(Xr,y;g..;) + F(Kr_1,yg..|) (V87)

con lo cual se tiene, por ejemplo, las expresiones siguientes para las
funciones de medias m; y m.:

pd Py Xy

XI:-;._X

V:<y
mix,y) =

<
Lpu

XX
Vigy

z Py

X:éx
iy
mux,y) =

<
LPU

x;ﬁx
YiIsy
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y de acuerdo con la observacién anterior, es suficiente conocer para
todo (r,s) posible

: Py Xs

-

il

mi(Xr,¥s) = (V.8.8)

e

A
w

l\/

Pu ¥i

%

mz(X:,¥,) = (V.8.9)

M

Pu

AA
~

Definamos las expresiones

Krs1 = M{Xer1, Va)
Hru =

v Yerr— m{Xe, Yoi1)
Y ™ =

(V.8.10)
Xeqr — T Xx, V) Vor1 — Mo Xr, ¥o)

Se puede enunciar la siguiente Proposicién.

Proposicion V.8.2. Si Fe%s y m = (m,m:) = Y(F) se verifica que

Hns Vr+1.s - Vrs Hr,s+1 (V.Bll)

1 - vr+1.s -_ Hr.n+1 + Hrs Vi-+1,n 2 0

(V.8.12)
con Hn y V. definidos en (8.10).

Demostracién. Es inmediata de (8.3), (8.4) v de las propiedades
de F. :
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Veremos: a continuacion la
OBTENCION DE ¥ EN EL CASQ DISCRETO

Las f6rmulas (8.5) y (8.6) perrmten obtener F a partir de m = (m;,m.)
en €l caso discreto.

Proposicién V.8.3. Si Fe#: y m = (m,m:) = ((F), s¢ puede obte-
ner F a partir de m = (m,m.) por las férmulas siguientes:
Para el caso (8.1)

Flx,y) =0 six<x o0 y<¥%

'f -t

|
=k Xr41 — ml(xr,YI) ) Yor1 — mz(xn,y::)
- =01,..,n—1 " 1=0,1,..., m—1)

m-1
Xrg1 — ml(xtfl)yl)- Ye4r— mz(xmynH)

F(xe,3n) = Xrst — Mi(Xes1,Ym )
0 T k=0,1,2,...0—1) (V.8.13)
r=k Xryg — ml(x‘r,ym)
s

| Vo4t — e Xn,Vsi1)
l (1=0,1,2,..,m—1)

B Ya+1— ms(xn.}'s)
F(x,y) =1 SiXZ% , Y2 Vo

$ik=012..,n—1;,1=0,1,2,...,m—1; la funcién de distribu-
cién se puede expresar
m-1 n-1
Yos1 — Ma(Xk,Yo41) © Xepr — M(Xr1,¥m)

Fy) = [] 11 (V.8.14)
==t Varr — Ma{Xe,Ys) ek Krat — M (Xe,Yi)

por (8.5)(8.6).
Para el caso (8.2)

Flxy)=10 para x <% © y<V
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Xra1 = My(Kry1,31)  Yeu1 — Ma(Xn,Yes1)
FGxeyi) = [ lim T (V.8.15)
=& Xra1 — M Xe, ¥1) n = Yair — Mz(Xa,¥s)
(k=0,1,2,... ; 1=0,1,2 ..

Demostracién. Se obtienen de (8.3) y (8.4).
Veremos a continuacién condiciones necesarias y suficientes para
que m = (m,,m;)<Ka.

Proposicidn V.8.4. Sea m = (mn) una funcién (vectorial) real. Con-
dicién necesaria y suficiente para que m = (m;,m:)}xKa = (%) son las
sipguientes.

12 El dominio D de m = (m,,m:) ha de ser de una de las formas
[a')w) X [va) 0 (-———D0,00) X (—00,00).

2* 8 D= (—a,%) X (—=,=) para todo (x,y)D

my(x,y} < x
mex,y) <y

SiD=[ax)x [B«x)

o< mxy) < x para X > a
ma,y) = a

3* m(m;) es creciente en sentido amplic con la variable x(y).

4* El conjunto Cy(C;) de los puntos de discontinuidad de my(m.)
debe ser finito o numerable, sin ningun punto de acumulacién a dis-
tancia finita. Para cada dos puntos de discontinuidad consecutivos
XeKret (Yo, ¥err) My(m;) debe ser constante en [XeXes1) ([VeVss))

Si existe un punto de discontinuidad méaximo M(N), m{m,) seri
constante en [M,){[N,=)).

En el caso D = [a,=) x[B,») si x(y.) es el primer punto de discon-
tinuidad debe ser x, > a(y; > ) v mi(ms) constante en [ax:)([8,y.)).

5» Hra v:‘+1,s = Vrs Hr,a+l
1— Vr+1.a -— Hr.a+i + Hrs Vt"+1.a ; 0

con Hn, Vi definidos en (8.10).
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6.° Cuando no existe maximo en Cy(C;), la serie

I A1, )"'" 1\ ATy )
Z: mleny) My (xe,y)eD (vV.8.16)

Xes1 — M Xe41,¥)

T— n'lz(x,ys+l) - [nﬂ(x:ys)
Z_
\ ys-Hl - mz(X,YB)

CE]

, (x,ya)s‘D) (V.8.17)

es convergente. Caso 8.2.

7.* Cuando sea D = (—w,®) x (—=,%), las series (apareceria cuan-
do los conjuntos C; y C: son numerables, y no acotados superior ni infe.
riormente)

Z m:(xn-+1,Y) - ml(Xr.Y) (x,,y)E"D (V.Sls)

Krs1 — M Xrp1,¥)
—wLrg—I1

N MlXYan) — mAX,Ye)
ya

(x,y:)eD (V.8.19)
Yo — l'nz(x,ysH)
055 —1
son divergentes.
8* Cuando D = (—»,0) x (—oo,x)
Xrpr = M(Xep,¥) Yo41 — M0 ,Ye41)
lim m(x,y) ] 11 =0 (V.8.20)
k——-co 2Kk Xe —m(Xny) 521 ye — mu(o0,y.)
Xesy — MXeyr,Y) Yas1 — M %0, Yar1)
lim H f - max,y1)=0

o0 12K Xy — mu(Xey)  S2! e, — ma(<0,ya)
+1 Xy Ysr 2 (V.8.21)
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Demostracién. La necesidad de las condiciones anteriores resultan
inmediatas de las Proposiciones 2.2 y IIL3.1.

Para demostrar la suficiencia de dichas condiciones, supongamos
que m = (m,m.) es una funcién real que las satisface y F la funcién
construida pér la férmula (8.13). (El caso de la férmula (8.14) es analogo
distinguiendo su particularidad.)

F esta definida por la expresién
a~1 w1

_ Xrpy =~ TEL(X:-H,YI) Yoyl — Ez(Xn,yu-;)
F(xoy) = T1 T (V.8.22)

r=k

Xr41 ""-rﬁl(xhy]) = y5+1_r?1.2(x"'y5)
conk=01...n—1;1=0,1,...m—1.

Vamos a demostrar en primer lugar que T asi construida es una
funcién de distribucién.
Por las condiciones 2. v 32 de la Proposicién

Xpyy — Ei(xr+1,y1)
0< <1 (V.8.23)

Xr+1— El(x:',yl)

Yor1 — Eﬂ(xn;yaﬂ)
0< <1 (V.3.24)

Yas1 — IE(X:: ,Ys)

luego de (8.22).
0 < F(xe,ys) < 1

De (8.3) y (8.4) se sigue

- Xrp1 — EI(XP+I,YD) —_
F(xr;YB) = F(Xr+1,y;) (V.8.25)

Xep1 — E] (Xr.Ys)

—_ ys+l — Elz(xr,yu-Q-l) -
F(xr,YE) = F(xr,YB.H) (V826)

Yat+1 =— 'Iﬁz(Xr,Ys)
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La desigualdad (8.23) junto con {8.25) nos da

_1.5( x;-,y;;) < F(xH-lryﬂ)

La desigualdad (8.24) junto con (8.26) nos da
?(Xr,ya) < ?(xr,yH-l)

luego F es monotona respecto de cada variable.
Veamos por ultimo que

El‘s = F(Xr,y;) —?(xr-.l,)h) —F(xr,yg—l) + 'F(xr—l,YB-l) >0 (V-8-27)

De (8.3} v (8.4) se sigue que

?(xr-'l,yu—l) = Hi 18-t Ve F(xr.YB)
?(xrul,Ya) = H:i.1s F(Xr.ys)
F(xe,¥5-1) = Vigor F(Xe¥s)

sustituyendo en (8.27).

Ers = (1 - Hr—l,n — vr.s—i + Hr—l,s—l V!',u—l) F(Xr.Ys)

expresion no negativa por la Proposiciéon 8.2.
Por lo que F es una funcién de distribucién.

Sil=myk=20,1,..,n—1, la funcién F definida por (8.13) tam-
bién es una funcion de distribucién (caso unidimensional) y lo mismo
sik=nyl=01..,m—1.

Solo falta comprobar que ¢(F) = m = (m,,m:), lo cual es inmediato
razonando de forma similar a como se hizo en la Proposicion III1.3.1
para cada una de las funciones m, y M.

V.9, Ejemplo caso discreto

Ejemplo V.9.1. Sea el dominio D={(rs)Z*/r=0,s=0,r + s =Zn}
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y nos limitaremos al dominio D, = {(rs)kZ?:0<r<n, 0<s<n,
r + s = n} , pues supondremaos

myr,5) = min,s) para r > n
mu(r,s} = my(rn) para s > n

e igual para la funcién mgr,s), siendo en el dominio D,

n+ar—s
mfrs)= — {(V.9.1)
a+1
flazl)
a+as—r
mfrs) = ——M8—— (V.9.2)
a-+1

Se puede comprobar sin ninguna dificultad que m, y m: son funcio-
nes de medias, por ejemplo verifican

1 —Vioe—Heot + Hu Ve 20 ya que

a(a—1)
l—Vr+1:a‘—‘ Hr.s+1 + Hrs Vr+1.s = ? 0
(r+s+2+a—n)(r+s+14+a+n)

yaquea=l!yr+sz2n.

y lo mismo el resto de propiedades,

Podemos entonces asegurar que existe una funcién de distribucién
F = ¢(m;,m3) con Fe#’y v cuyo valor es

K+1—n+s RS
Firs) = n ﬂ =
k=  k+l4+a—n+s ¥ l4a+1

n! (r+s+a+1—n)
= si 0r<in—1, 0<{s<in—1  (V.9.3)
(s+r—n)! I'(n+a+1)

Sio<r<n—1y s=n, obtenemos

k+1 n! I'(r+a+1)
F(rn) = [T = (V.9.4)
k=r  k4a+1l r! Tn+a-+1)
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8 0<s<<n-—1 y r=n, obtenemos

n-1

I+1 n! TID{s+a+1)
F(H,S) = I_]- = (VQS)
1= l+a+1 s! I'n+a41)

La funcién F definida por (9.3), (9:4) v (9.5) verifica las propieda-
des de una funcién de distribucién como resulta muy facil de com-
probar.

- La funcion de probabilidad p.. en el punto (r,s)D, viene dada por:

pre = F(r,s) — 2F(r—1,s) + F{r—1,s—1)
que se transforma en

nl Mr+s+a—1—n)
Prs = ala—1)
(s+r—n)! T(n4-a+1)

V.10. Relacidn entre el caso discreto y continuo

En el caso de distribuciones unidimensionales demostramos en la
Parte IV que existe una relacion de convergencia entre las distribu-
ciones discretas Fi€F; v las distribuciones continuas F.€%F, bajo al-
gunas condiciones. Vamos a volver sobre aquellas ideas en este parrafo
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo V.10.1. Sea D={xyeR':x20, v20, x+y=b} ¥y
Dy ={(xy)eD: 0<x<h, 0K<y<b, x+y=b}. La funcion de me-
dias discreta del Ejemplo 9.1 sugiere utilizar la siguiente funcién de
medias continuas m = (m,,mz)K.

b+ax—y
mixy) = ——
a+1
{a>1) {(v.10.1)
b+ay—x
mHfxy) = ——
a+1

si {(xy)Do v
my(x,y} = mu(b,y) si x>b
my(x,y) = m(x,b) si y>b
(V.10.2)
my(x,y) = mab,y) si x>b
ms{x,y) = ma(x,b) si y>b
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Las funciones m, y m; definidas por (10.1) y (10.2) verifican las con-
diciones de funcién de medias continua como resulta muy facil com-
probar.

Consideramos una particién = del intervalo [0,b] con

b
x=—r(r=0,1,...,n)
ol

vy otra particion «* de [0b] con

b
vo=—s{s=0,1,...,n)
n

La funcién de medias discreta correspondiente a las particiones = y 7’ es

b b b
b + a—r ——s —{n+ar—s)
n n n
Mu(Xc,Ys) = = {(V.10.3)
a+1 a1
b b b
b 4+ a—§ — —r —(n+as—r)
n n n
M (Xr,¥e) = = (V.10.4)
a+1 a-+1

que verifican las propiedades de una funcion de medias como es facil
comprobar.

La funcién de distribucién discreta Fue#y correspondiente a la fun-
cion de medias muw(Xeye), Ma(X:,ys) por (8.13) sera

(k+1—n+s) 141
Fu(Xr,ys) = ﬂ rl - =
kr (k+i4a—n-+s) ™ l+a+l

n! r+s—n+a-+1)
= O<r<<n—1, 0<sin—1  (V.10.5)
{s4r—n)! In+a+41)
n! T(r+a+1)
FuX:¥u) = si 0Zr<n—1, s=n (V.10.6)

r! I'in+a+1)

n! I'(s+a-+1)
Fn(Xn,Ys) = Si Ogsgn“—l, r=n (V.10.7)
5! I'in+a+1)
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que coincide con la funcién de distribucién definida en (9.3), (9.4), (9.5)
correspondiente a la familia de medias mu(r,s); my(r,s).

r X sy

Si hacemos tender n a infinito con — - —; — - — en (10.3) ¥ (10.4)
n b n b
obtenemaos
b + ay —x
lim My = e = my(x,y) (V.10.8)
N0 a + 1 .
r X
— — —
n b
sy
-—-* —_—
n b
b+ ax—y
lm mpy = —— = my{x,y) (V.10.9)
n—e0 a1
T
—— —
n b
sy
R
n

que es una familia de medias continuas {m,m:)eK. definidas en D.
En las mismas condiciones de los limites anteriores, la funcion de
distribucién discreta Fu(x.y.) tenderfa a

nir(r+s+a+1—n})
lim Fu(x,y.) = lim =

n—>00 n—eo (s+r—n)(n+a+1)
roox roox
— > — .
n b n b
5.y sy
—_—— . _—
n b n b
n+-l- r+s+a+i—n
- n 2(r+s+a+l—n) 2 (x+y—b)y
= lim = = F(x,y)(V.10.10)
e s-+-r—-n+—i n+a-q-—l b
I LY (str—n) (n4a+1) 2
n b
s y
—_—
n b

con Fe%..
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La funcién F obtenida es continua en D y es inmediato comprobar
que verifica las propiedades de una funcién de distribucién.

Veamos por ultimo que la funcién de distribucién FEF. obtenida
en (10.10) es la imagen mediante §* de la funcién de medias continuas
m = (m;,m;)€K. obtenidas en (10.8), (10.9), o sea, F = { '(m;m.).

En efecto, basta ver el Ejemplo V.7.1.

V.11. Distribuciones n dimensionales truncadas

Todo lo dicho en los parrafos anteriores de esta Parte, puede gene-
ralizarse para distribuciones n-dimensionales. Exponemos a continua-
cidon las defirticiones necesarias para esta generalizacion.

Sea una variable aleatoria X = (X, X;, ..., Xa) con funcién de dis-
tribucion conocida

F(Xi, Xz, .., %) = PG K1y, Ko Kxoy 00, Xo S %) (V.11.1)

y sea X = (X1, Xz, ..., Xa) un punto fijo de R® tal que F(x) > 0.

La variable aleatoria X truncada por la derecha en e] punto xER®
es la variable aleatoria X sometida a la condicién expresada por las
relaciones simultdaneas

X, XaK$Xs oo, X0 € Xa (V.11.2)
Su funcién de distribucién sera:
F(U:h w, ..., uB/xIJ Xa) vevs xn) =

F{min(u,x:), min{usz,x,), ..., min(us,Xa))
= (V.11.3)
F(x)

Se observa que para cada xeR" tal que F(x) > 0, existe una distribu-
cién truncada, o sea, que dada F existe una familia de distribuciones
truncadas correspondientes una a cada punto del conjunto

D = {xeR": F(x) > 0} (V.11.4)

Para cada (n—1)—upla fija (x:, ..., Xi-1, Xis1, ..., Xu) Se puede definir
un conjunto
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Dixy ... Xtz Xpwr o Xo = {U 2 (X1, o0y Xaor, Uy Xigs, oony X JED;
i=1,2,..,n}
y que llamaremos seccién por x; del conjunto D.
Tgualmente existirdn n proyecciones de ‘D, donde la i-esima vendria
dada por:
pri D = {xi: (X, Xq, ..., X1, ..., Xu gD para algin

(Xl, veeg Xty Xt41, ...,Xn)ERnA, i= 1,2, ...,n}

Las funciones de medias serian:

f wd:F{uy, xs, ..., X0)
{—e0.x,]

ml(X) =
F(x)
f{ ] wed:Flxy, ug, ..., %.}
ma(x) = ’2 (V.11.5)
F(x)
J' UndaF(X, X3, ..., Up)
(—oo x,]
mn(x) -

F(x)

siempre que las integrales de Lebesgue-Stieltjes que intervienen en (11.5)
existan.

Llamaremos %, al conjunto de las funciones de distribucién n-dimen-
sionales para las que existen (con valor finito) las integrales (11.5) para
todo (xy, Xz, ..., Xa )

. Llamaremos K. al conjunto de las funciones de medias

m = (ml, ma, ..., mn)

obtenidas de (11.5) para cada FEH,.
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Las relaciones (11.5) determinan un elemento de K. para cada ele-
mento de %., o sea, definen una aplicacién de %, en K. que denota-
remos por

Go: HooKe (V.11.6)

donde m = (my, My, ..., my) = $u(F)

La aplicacién Ym puede estudiarse de manera analoga a la funciéon ¥
definida en (2.7).

Proposicicn V.11.1. Sea Fe#y y m = (my, o, ..., my) = $u(FKo, la

funcién de medias de F. Entonces existen n funciones de distribucién
unidimensionales

_ F , F
1XoX3 ... XeBF  ,  2XiXz... X:€F  , NX; . Xog_£F

con la propiedad

m1x3 oxe(x) = w(Fl)ﬁz oo Ka

2% ... %) = m(F2x1 o Xa

m (F )
NX; ... Xn—(Xn) = @ DXiXz ... Xno1

Demostracion. Sea

[
J uldF(ul X2 ... x-n)
(—mrxl]

II]:(X; x.n) = (Vll?)
F(x)

Dividiendo la igualdad (11.7) por

F(+c°; Xz, X3, ...,xn)
y llamando
F F(Xl, Xz, ... Xn) .
1% .. Xa(X1) = {V.11.8)
F(+ QO,‘X?,, Xn)
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que se comprueba facilmente que es una funcién de distribucién unidi-
mensional, y ademés '

m
1x:%s ... X)) = mu(xy, Xz, ..., Xa)

la igualdad (11.7) se convierte en:

f wdFiXs ... Xa(ws)
(_w Jx]_]

M ... xa(x) = : (V.11.9)
Fixz ... Xn(x:l)

m . . L
lo cual prueba que  1x; ... X es una funcién de medias de una distri-
bucién unidimensional

= w(F
M Fr k) (V.11.10)

El mismo razonamiento vale para mj, ..., m,, por tanto

m = $u(F) = (m(lez S m(FZK;xax 5 I m(an. cer Xn))

con m = {Mmy, m: ... My).
En la siguiente Proposicién determinamos la inversa de la aplica-
cién Y.

Proposicion V.11.2. Dada m = (my, ms, ..., mx)EK, si podemos calcu-
lar w'(my), w'(ms), ..., w='(m.) se verifica que F = {—'(m;, m, ..., ma)
viene dada por:

F(xi,Xs, ..., %) = w{m) lim o i{m:) Im w'{m).. lim w'(m,)
Xr—+ o0 Xi—»+ o0 X1= - 0
X2—> 400 .
Xo-1=»cQ
Demostracién. Si las funciones Mg .5 , Moz 2y, .. 2

pertenecen a un conjuntc donde podamos calcular

Wi L), W (Meg L a) , o, w0 (MW L xy )
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tendremos por (11.10) y sus analogas
F‘.l:lz vee Xp = w‘l(mmz - ’n)

F“l e Il = b)_l(mul ves ‘n—‘l)

o bien
F(X.l, Xz, o0y xg)
= _l(m)xz.,.x“) (V.l 1.]. 1)
F( 4 &0, Xz, vuu, Xn)
F(x1, Xz, v, Xn)
= Lu_l(mnltg-..xn) (V.ll.lZ)
F(xlp + W, xa: s} xﬂ)
F(xi, %3, ....., xn)-
= m—i(mnlxzq.!n) (V.11.13)
F(xlx Xz, + y X4y - xn)
F(x, Xa, «covor , Xa)
—_ m—‘(m“l""‘n—l) (V.11.14)

F(x,, ...., Xn_1, + )

Si en (11.12) se hace tender x. a més infinito, en (11.13) se hace
tender x; y x. a mas infinito y asf hasta la (11.14), donde se hace ten-
der Xi, X, .., X%~ a més infinito y multiplicamos por (11.11) resulta

F(xi, X2, ..., %) = w{Miny .5 ) (%)) lim @ {(Mepsy .m0 ) (X2)
1=+ 0
lim o™y ... o5 ) (%)
Xi=b -+ o0 .
X+

:::.,_1—>+uo ’
y la Proposicién queda demostrada.
Resultan inmediatas las generalizaciones de las férmulas (6.8), (8.13)
y (8.15).
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