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La ensenanza de ‘la Matemdtica C-9.:

la ensenanza de la Matemdtica

La Matemadtica, como cualquier otra disciplina, precisa de una Peda-
gogia especml en cada una de sus etapas y facetas. Incluso se oye con fre-
cuencia decir que en Matemdaticas no parecen eficaces los métodos de en-
seflanza que se utilizan, que deberian de renovarse porque los alumnos
no aprenden bien esta asignatura, y otras manifestaciones por el estilo, lo
cual prueba que es interesante que prestemnos atencidn a la ensefianza de
la Matemadtica.

Quiero advertir a mi escogido auditorio aqui presente que ni pretendo
poder sefialar la raiz del fracaso de la enseflanza de las Matemiticas (s
es un hecho cierto tal fracaso) ni tampoco conocer la solucién acertada
para este problema. Solamentc deseo sefialar mi opinién acerca de algu-
nos aspectos de la cnsefianza de la Matemdtica, que unas veces coincide
y otras difiere de otros modos de pensar de autorizadisimos v respetables
expertos en la materia.

Creo que, a grandes rasgos, tres son los factores que han de dar como
resultado un buen aprendizaje de las Matematicas; estos factores son:

1%, alumno disciplinado y preparado; :

2.°, profesor culto y ‘experto en su clencia; y

3., métedo didactico apropiado.

Sin grandes dificultades dialécticas se puede probar que $1 cae en de-
fecto uno de estos tres factores la enseNanza serd dificil o imposible.

" Como es natural, para atender a la ensefianza de la Matemdtica hay
qué tomar en-consideracién el contemdo 'y naturaleza de ésta y la finali-
dad que se persiga. ’ -

Comenzaremos aludiendo ‘a la natitraleza de las Matematicas,
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Si bien el método experimental es basico en el conocimiento cientifi-
co, podemos afirmar que la Matemdtica, como ciencia pura. no es una
clencia experimental. Ejemplos hédbilmente preparados se pueden dar
para convencernos de esto. Recordemos aquel en que se recorta sobre pa-
pel cuadriculade un cuadrado de ocho unidades de lado (y por tanto 64
cuadraditos de drea). Después se dan a este cuadrado tres cortes reculi-
neos que van de los puntos (0, 3} al (8, 0), del (0, 3)-al (8, 3) v del (3, 3)
al (5, 8) (tomando unos ¢jes de referencia en los lados del cuadrado) y
los cuatro trozos resultantes se recomponen en un rectingulo de lados 5.
y 13 y de drea 65, 0 sea que hemos ganado (aparentemente) una unidad
de area. Se e*{p]ica esta y otras paradojas andlogas por la limitacién del
poder perceptwo de nuestros sentidos, o por la nregulandad propia de
la materia, etc.

La intuicién, esa facultad que penetra en las cuestiones sin llevar
a cabo un anilisis detallado del asunto, es Gul pero estd igualmente ex-
puesta a errores. Muy conocido es el siguiente ejemplo.

Considerense dos circunferencias, una de radio un centimetro y otra
con radio el de la Tierra. Si se agrega un metro a la Iongltud de cada
una de estas circunferencias ¢cudl habrd aumentado mds su radio? La
persona no aleccionada, para dar una respuesta inmediata, pensard quc
el metro agregado a la crcunferencia mayor debe repartn%e €n una ex-
tensién mayor por lo que el aumento del radic serd casi insensible, o sea
que la menor aumentard més el radio. S8in embargo un cdlculo elemental
muestra que el aumento es el mismo en ambos casos.

El método inductive utilizado en las Ciencias de la Naturaleza tam-
poco es un método de las Matemdricas. El método de induccién incom-
pleta con el cual se obtienen las leyes de la Narturaleza es sustituido por el
método de induccidn completa peculiar de la Matemdtica, pues se pueden
poner ejemplos sencillos que muestran que ¢l primer método conduciria
a errores.

§i él mérodo intuitive, ¢l inductivo, y aun ¢l mérodo experimental dan
lugar a resultados falsos o paraddjicos, debemos elegir un camino mds
seguro, el método légico-deductivo. Este método no estd exento de difi-
cultades técnicas pero una vez vencidas, por él se mdlChd sin ningin pe-
ligro.

Se comienza por sentar ciertas relaciones o propiedades de unos entes
abstractos bautizados con ciertos nombres. Los enunciados de estas rela-
ciones son los .axiomas de la teorfa matematica establecida. Cumpliendo
estos .axiomas la.condicién de compatibilidad necesarla se deducird a par-
tir de ellos, y sin nuevas suposiciones, una cadena de teoremas que cons-.
tituye el edificio matemadtico corrcspondiente.
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Este cuerpo de doctrina servird para ejercicio y recreo de-las faculta-
des deductivas del hombre, por una parte, y en la -medida que refleje -al-
gin aspecto del mundo fisico, para las aplicaciones. ‘

Pero, st bien una disciplina matematica debe poseer este caricter de-
ductvo, estamos lejos de defender que en la ensefianza deban presentarse
las conocimientos a los alumnos en esa forma.

Al igual que esta cenﬁguracién cs la 0ltima fase del desarrollo de la
Matemadtica también debe ir dirigida para aquellas personas cuyos cono-
cimientos matemdticos sean avanzados mientras que para otras fases del
desarrollo de la ensefianza no es esta la presentacién mds adecuada.

La ensefianza debe adaptarse al sujeto a que va dirigida y tener en
cuenta las exigencias psicoldgicas de éste, Por ello, a pesar de los defec-
tos apuntados de la experiencia, la induccién, y ¢l método intuitive, és-
tos deben ser utilizados para la aprehensién de los conocimientos evolu-
cionando hacia el método deductivo como tnico que ofrece garantia en
las conclusiones.

El contenido y cardcter de los cursos de Matematicas variard segin la
finalidad que se persiga, debiendo desarrollarse la ensefianza de modo dis-
tinto en una Escuela de Comercio, en un Instituto de Ensefianza Media,
en una Escuela de Pedagogia, en una Escuela Técnica, en las distintas
secclones de una Facultad de Ciencias, etc.

Asi, por ejemplo, el Instituto de Ensefianza Media, estd encargado de
dar una ensefianza de la Matemdtica un tanto enciclopédica y dirigida
a jévencs que, en general, seguirdn estudios superiores en la Universidad
o Escuelas Técnicas.

Hablando en términos ‘generales podemos decir que en el aprendlza}e
de la Matemadtica el individuo debe recorrer la linea de conocimientos
que ha seguido la humanidad en el transcurso del tiempo desarrollando y
utilizando esta Ciencia.

Por eilo me voy a permitir dar unas indicaciones histéricas que de un
modo pararelo nos marquen el desenvolvimiento de la ensefianza de la
Matemndtica. Ademds creo que es de interés que el profesor de Mateman-
cas procure intercalar en sus explicaciones breves noticias histéricas de
Ia materia que explica, lo cual servird muchas veces para atracr la aten-
cién y el interés del alumno.

El periodo preescolar podriamos decir que corresponde en la historia
de la humanidad a la prehistoria.

L.a operacién matemidtica de contar es bien simple pero es fundamen-
tal y debié tener su origen en los remotos tiempos en que el hombre int-
cid su lenguaje. El nifio al tiempo que aprendc a hablar utiliza los nime-
ros para contar y. las palabras, recto, curvo, plano, redondo, etc., forman-
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do asi el substrato que utiiizara al llegar a la escuela para dar forma ma
. doctrinal a sus conocimientos.

Los documentos escritos que se creen mas antiguos se atribuyen al
cuarto milenio antes de J. C. y pertenecen a los sumerios, pueblo que ha-
bité la Mesopotamia. Este pueblo ya empled un sistema de numeracion
sexagesimal que utiliza el principio de agrupar sesenta unidades de un
orden para formar una unidad de crden supenor. También las fracciones
se utilizaron en este sistema sexagesimal y perduran hoy en las unidades
de dngulos y del tiempo.

Los egipcios y asirio-babilonios cultivaron los principios de la geome-
“tria que utilizaban para medir los campos. En el papiro golenischev se
“ve que los egipcios adoptaban la fraccién 256/81 = 3°1604... como valor

de 7 (error relativo 0,005).

Los conocimientos de estos pueblos plOtOhlStOllCOS sumerios, asitlo-
" babilénicos y egipcios vienen a corresponder a los que el nifio debe de ad-
“quirit en la escuela primaria en que debe de aprender las operaciones
elementales con ndmeros naturales y fraccionarios.

Por desgracia a la ensefianza en este perfodo se le da, las mias de las
veces, una forma dogmdtica, haciéndole aprender al nific de memoria
‘frases que no entiende, sin ningun provecho. Citemos como ¢jemplo ilus-
trativo la siguiente definicién que se encuentra en algunos hibros: «Linca
recta es la que tiene todos sus puntos en la misma direccidny.

No hay que hacer la guerra completa al memorismo, pues en algunas
ocaslones es 1mpresc1nd1ble como por ejemplo para utilizar la tabla de
multiplicar, pero requiere un uso meditado.

Decbe de predominar en este periodo ¢l método experimental, pese
a sus defectos, en la ensciianza del escolar. Al nifio deben de entrarle por
los sentidos las ideas y conceptos. Asi, es suficiente decir que un hilo ti-
rante muestra una linea recta, que varios objetos en linea recta al verlos
desde uno de ellos quedan ocultos por éste, o que una linea recta es la
dibujada por una regla bien construida la cual se comprueba dibujando
una recta con ella y ddndele la vuelta, etc. Siempre serd preferible esta
noctén de recta que la pseudo-definicién citada que debiera desterrarse
completamente.

Otra etapa histérica en el desenvolvimiento de la Matemdtica la mar-
ca el pueblo griego, el cual cultuvé preferentemente la geometria no pu-
diendo olvidarnos los nombres de Euclides, Arquimedes y Apolonio. En

“los «Flementos» de Euclides se intenta exponer la Geometria ¢n forma
abstracta y racional, caracteristicas que quedan definitivamente incorpo-
radas a la Matemdtica.

Los primeros cursos de bachillerato los podriamos hacer corresponder
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con esta etapa histérica del desenvolvimiento de la Matemadtica y deberia
seguir dominardo el métcdo experimental en la ensefianza; en la edad
del alumno del primer curso de bachillerato estdn pacos desarrolladas las
facultades deductivas por lo que la ensefanza debe tener un caracter em-
pmco ingenuo, omiricndo toda a'usidn al 1gor. Se debe pr escmdn- de
nociones abstractas. Los cunceptos deben introducirse con relactén al
mundo real mediante ejemples adecuados. Gradualmente. ird evolucio-

nando el método a lo largo del Bachillerato. En «l segundo curso ya se
desarrollaran algunas deducciones de teoremas sencillos como los de se-
me]anza de tr 1a1‘gulm teorema de Pitdgoras, etc, pero predominando en
conjunto un mérodo intuitivo.

En los cursos tercero y cuarto se marcard con mds fuerza el metodo
deductivo v la forma abstracta de las nociones. El concepto de variable
(abstraccidn de abstracciones) v el cilculo: algebraico (simbolismo) repre-
sentan un grado avanzado de abstraccién.

Estos cursas, tercero y cuarto, vienen a introducir materia de una
etapa histérica nueva: la Edad Media. El puebio hindd cultivé la Arit-
mética y Trigoncemetria introduciendo las funciones circulares y los na-
nmeros negativos~ también los drabes fueron estudiosos matemiticos que
impulsaron el Algebra, la Trigoncmetria y la Astronomia.

Pero la Trigonometria se desarrolla y cobra una agilidad extraordi-
naria con ¢l empleo de los logaritmos que aparecen en el Renacimiento
introducidos v estudiados por Stifel, Nepe1 Burgi, Briggs. E} interés por
el arte en esta época lnttuve sobre la clencla, como ccurre con el estudio
de la Perspectiva. La solucion de las ecuaciones de 3. y 4.” grado va uni-
da a los nombres de Dal Ferro, Tartagha, Cardano y Ferrari.

Esta etapa evolutiva viene a corresponder al quinto curso de Bachi-
llerato en cl que deben darse los logaritmos y la Trigonometria. En este
curso deben hacerse referencias a aplicaciones de las matematicas a pro-
blemas reales y a otras ciencias, deben cudarse algunas demostraciones
para comenzar a educar en el alumno el sentido de rigor, aunque deben
omitirse demostraciones largas y prolijas.

El siglo XVII es una etapa en que germinan fructiferas semillas en el
terreno de la Matemdtica. Los comienzos de la Geometria Analitica se
deben a Descartes. Fermat da vida a la Teorfa de Nameros. Pascal y
Fermat inician ¢! Cdlculo de Probabilidades. Desargues preocupado por
cucstiones practicas de la construccién de relojes de sol asienta los prime-
ros plldtec, ‘de 1a Geometria Proyectiva, Y tras algunos matematicos que
estudian problemas aislados de Calculo Infinitesimal por pr vcedimientos
particulares como Kepler, Cavalieri, Huygens, Wallis, Barrow, ctc, vie-
nen las grandes figuras de Newton y Leibniz, que fijan las raices del
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Calculo Diferencial e Integral. A Leibniz se debe también la iniciacién
de la imporrante teorfa de los Determinantes. :

En nuestro simplificado paralelismo entre la ensefianza y la historia
de la Matemitica a este siglo XVIII podemos asignar el sexto curso de
Bachillerato en el que se debe introducir fundamentalmente el Calculo
Diferencial y la Geometria Analitica, materias que. dan Ingar a verdade-
ras canteras de problemas en las cuales se ejercitard el alumno.

El alumno ya no puede en este cursp dar nada por sabide sin una
previa demostracién. Aunque se procure dar interpretaciones intuitivas
de nuevos conceptos, las definiciones abstractas y el método deductivo
deberdn ser 1nseparable=; a lo largo del curso.

No creo necesario Insistir en la necesidad de no saltar ninguna de es-
tas etapas de la ensefianza de la Mateminca. No se debe de estudiar en
un curso ninguna leccién de Matematicas sin conocer las precedentes. No
se debe comenzar un curso careciendo de la base que proporcionan los an-
teriores, y este es el origen de muchos de los fracasos del estudiante.

El alumno que termina el sexto curso de Bachillerato con provecho
comienza 4 vislumbrar un extenso panorama en el terrenc de la Matemd-
tica y si aquel ha sabido captar los matices de esta estructura, encontrar
los nicleos fundamentales de ese aparente laberinto, percibird una belle-
za vedada para los profanos los cuales con frecuencia la califican de abs-
trusa y antiestética.

A este respecto nos dice A. Cavirey (1): «Es dificil dar una idea de
la vasta extensién de la Matemdtica moderna. Esta palabra aextensiony
no expresa con suficiente claridad la idea; vo diria que se trata de una
extensién rica en bellezas particulares, no una extensién mondtona de
una llanura vacfa sino un bello paisaje en el que se solaza el espiritu, pri-
mero al contemplarlo de lejos, después al recorrer y estudiar sus particu—
laridades, montafias y valles, rios, rocas, arboles y flores».

Esta amplitud de las Matemiticas que se le presenta al alumno que
comienza estudios superiores estd representada por un crecimiento en
abanico, multirramificado, de la Matemdatica que se desarrolla en los si-
glos XVIII, XIX y XX,

Si el siglo XVII fue de germinacién de ideas y teorias, en el XVII
cobra fuerza y se multiplica este vasto bosque de la Matemdrtica.

Bastard citar algunos nombres para recordar importantes conquistas
en este terreno. El Cdlculo de Varlaciones, el Calculo de Probabilidades
y otras cuestiones de Célculo Infinitesimal son tratadas por Jacobe Ber-
noulh y su hermano Juan Bernoulli, De Moivre, Taylor, Stirling, y el
insigne Leonhard Euler. Lagrange y Laplace aplican la Matemitica a la

(1} A, Cavuey, Math, Papers, T, Camdieidge, 1806,
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Mecinica y Astrononifa: La. Geometria: Descriptiva, la Geombetria Dife-
rencial y la Geometria Proyectiva tienen culmvadores -como Mongg,
Meusnier, Dupin, Brianchon y Poncelet.

Pero este bosque debia ser expurgado de maleza y sufrir una cuidade-
sa poda Es en el siglo XIX cuando se medita y revisa lo conseguido aun-
que siempre agregando nuevo material.-

Fl estudio de las pdrale[as conduclna a la creacién de las Geometrias
no cuclidianas, cuyo origen va unido a ]09 nombtcs de Boly.u Loba—
chefsky y el insigne Gaus. -

Fn el estudio de las funcioncs clI'ld]l[lCdS destacan Cauchv Abel, que
inicia el capitulo de las Ecuactones Integrales, y Jacobi. El Céleulo Fun-
cional es iniciado sistemdticamente por Volterra,” Fredholm y Hilbert.

Rieman desarrolla el éstudio métrico-diferencial de las Geometrfas no
euclidianas, v establece los fundamentos de la Topologla Plitcker es:un
aportador de la Geometria Algebraica. La Geometria Pmyectwa cuenta
con Chasles, Steiner y el i impoltante Staid que Ia comrruye sin necesidad
de utilizar conceptos mérricos, ddndole asi autonomia,

En el Algebra Abstracta se realiza el estudio de la teorfa de grupos
por Galois. El concepto de. grupo seria utilizado después por Klein y
Sophus Lie. El primero sistematzé toda la Geometria en su famoso pro-
grama de Erlangen y el segundo creb la tcorfa de los grupos continuos de
transformaciones para su aplicacién a la sistematizacién dc las ecuacic-
nes Diferenciales. '

Los estudios sobre Teorfa de Conjuntos de Cantor son los preceden-
tes del interés que en el siglo XX aparece acerca de los problemas de Ia
teoria de Funcicnes Reales, los cuales son tratados por Borel, Lebesgue,
Baire, y con relacidn a espacios abstractos, cada vez mas genemles por

Frecher, Banach y Hausdorff.

Esta rdpida revision histdrica nos da una pahda 1dea del contemdo
de 1a Matemditica del cual hay que entresacar lo maés esenclal para cada
uno segin sus necesidades. Isto da lugar a la formacién de los progras
mas, tema ¢n el cual no nos vamos a detener.

La enseflanza de la Matemdtica en los estudios superiores debe tener
un caracter muy distinto segiin que el alumno estudle la Matemadtica
simplemente por conocer la Matemdtica en sf, para ser Licenciado en
Ciencias Matematicas, o bien que la ensefianza vaya- dirigida a un futu-
ro técnico o ingeniero, o sea que csta Matemaitica vaya a ser aplicada.
Vamos a referirnos a este aliimo caso que esel mas frecuente.

TLa forma tradicional de llevar a cabo la ensefianza es la forma expo-
sitiva en que el profesor expone oralmentela leccién previamente prepa-

rada, auxilidzndose de la pizarra.
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Un método diferente de desarrollar las clases es ¢l llamado. método
euristico de ensefianza. Este método ha sido defendido por P. Puig Adam
y €s una modificacién del Hamado método socrdtico; en este método se
intenta que el alumno legue por si mismo a descubrir las proposiciones
o resultados que se desea que aprenda orientado por algunas preguntas
del profesor.

Los defensores de este método de ensefianza aducen que lo que uno
ha descubierto por si mismo lo aprende con maés interés y resulta mds
ficil de retener en la memoria, lo cual es cierto, pero podemos objetar
a la idea de seguir sistemdticamente este método que para desarrollar un
programa normal de un curso se precisarfa un tiempo muy superior a
aquel del que se dispone, no pudiéndose aplicar ademds mds que a gru-
pos muy reducidos de alumnos. En los cursos de Ensefianza Media podna
utilizarse en clases aisladas, pero no de un modo sistemitico, v en cursos
universitarios es aun menos mdicado.

Es de fundamental importancia en la ensefianza para técnicos e inge-
nieros que junto a una formacién teérica de la Matemadtica se capacite al
alumno para que sepa aplicar la- Matematica a- la realidad; para conse-
gulr esto toda teorfa debe interpretarse en el mundo fisico, citar cjemplos
y aplicacicnes, poner problemas concretos para que el alumno los lleve
del lenguaje ordinario al simbolismo matemdrtico, ensefiar a interpre-
tar en la realidad los resultados, desechando los que no tengan sen-
tido fisico. Para todo ello se utilizardn problemas cldsicos de la Fisica y
de la Técnica v problemas variados lo suficientemente claros para que
sirvan de e]emplos de la aphcauon de algunos puntos de la teoria. Esto
no excluye también los ejercicios de un cardcter puramente tedrico, indis-
penqablcs para aclarar Conceptos y adquirir habilidad en ¢l cilculo y ma-
nejo de férmulas. : :

Asimismo no deben omitirse los ejercicios de aplicacién numérica.

Pero no deberfamos caer en la rutina; salvo én casos excepcionales no
se debe limitar la resolucién de un problema al empleo de una receta, una
férmula, unas tablas, o unos dbacos mediante los cuales mecanicamente
se obtiene el resultado sin saber por qué, sin conocer el fundamcnto y el
alcancc de dichos artificios.

Hay que saber buscar el justo término medio en que no se .aspire a
querer saber el Gltimo por qué de las cosas y tampoco darlo todo por
bueno de un modo dogmatico.

Es bien sabido que en las tres etapas de resolucién de un problema,
a saber,
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1.°  planteamiento
2 resolucién (matemdtica)
3.2 interpretacién,

Tealmente sélo en la 2.* interviene de una manera activa Ia Matemadtica.
En la 1. y 3. hay una mezcla de opcracmnes mentales diversas en que
intervienen los conocimientos matematicos, la prdctica ddqumda en
'otros casos mds ¢ menos analogos, la inventiva y suuleza de pensamiento
y otros procesos; esta complejidad impide dar reglas generales para
abordar un problema lo que da el cardcter de arte a esta faceta de la Ma-
tematica aplicada.

Este cardcter hace mds dificil la ensefianza y sélo nos queda como
medio ‘para afrontarla el dar ejemplos numerosos, analizdndolos y sepa-
tando la fase de p]anteamiento del problema, la fase de resolucién anali-
tica o grafica v la de interpretacién.

El profesor debe pues de conseguir esta formacién prictica uniendo
e vez en cuando a las explicaciones de los diversos métodos tedricos de
la Matematica algin problema adecuado que resolverd con detalle ha
ciendo ver que ¢l planteamiento del problema requiere a veces un arte
delicado. Los ejemplos puestos para la ensefianza no deben ser excesiva-
mente ‘complejos, sobre todo al principio, pues como dice A. de Mor-
GaN (2) «la potencia de la mente no puede d1r1g1rse a dos cosas a la vez;
si la complepdad de los nimeros utilizados requiere toda la atencidn del
estudiante, éste no puede observar lo fundamental del método que estd
siguiendon.

Una vez que se ha dado una orientacién en el modo de atacar algunos
problemas se debe de dejar al alumno que resuelva por sus propios me-
dios otros que se le propongan, pues creemos que la labor personal es un
factor importante. A veces se tropezard el alumno con dificultades y con-
tradicciones: el esfuerzo hecho para vencerlas es un medio excelente de
agudizar el ingenio.

Ademads como es bien sabido al intentar resolver un problema, el éxi-
to para hallar su solucién depende generalmente en gran medida de la
eleccién del método mds apropiado para atacarle. Esto exige a veces ha-
cer una scrie de ensayos sucesivos de distintos métodos, lo cual es asi mis-
mo una gimnasia 1til.

De estos esfuerzos se verd el alumno compensado st consigue la solu-
cién deseada. Segin D. HiLeerT (3) «un problema matemadtico deberia
ser dificil para excitarnos, pero no completamente inaccesible para no

(2) De Morcax, A. Study end difficultics of Melhematics. Chicago.
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burlar nuestros esfuerzos, gularnos entre el laberinto de verdades: ocultas,
ofreciéndonos al final el placer de conseguir la solucién adecuadar.

También debe conseguirse una formacidn teérica adecuada en el
alumno.

Todos hemos oido comentarios del antagonismo de la teorfa y la pric-
tica.

El objeto de la teoria es doble:

a) formular hipétesis sencillas que sirvan de fundamento al fenémeno
o grupo de fendmenos en estudio y que constituyan un esquema abstrac-
to del desarrollo total o parcial de estos fenémenos.

b) deduccién légica de las conclusiones de interés contenidas impli-
citamente en las hipdtesis, alcance e interpretacién de estas conclusiones.

En un sentido mds estricto sc suele utilizar la palabra teoria para ex-
presar el cuerpo de doctrina obtenido en b} sin atender a su Interpreta-
cién en la realidad.

Por préctica suele entenderse el conocimiento empirico, ¢l adquirido
por la experiencia v la observacién, Y a veces la habilidad y destreza cor-
poral o fisica (pOr ejemplo la prictica de conducir un automovil), pero
esta practica corporal no nos incumbe en absoluto. Sin embargo la prime-
ra es 1mprescmd1ble para llevar a cabo la parte a) citada anteriormente
de la teoria. _

Se comprende asi que al investigador cientifico y técnico le interesa-
tanto la teorfa como la prictica, pues son inseparables.

A veces se oye decir que una cosa es la teoria y otra la prictica, por-
que la teoria puede hacer afirmaciones que la préictica las contradice,

Si una teorfa afirma algo contra lo que ocurre en la realidad tal teorfa,
aunque sea cotrecta en si, no es correcta y adecuada para el estudio total
o parcial del fenémeno que se estd tratando debido a una discordancia
apreciable entre el contenido de las hipétesis v lo esencial de dicho fend-
meno. Puede ser necesario, en tal caso, complementar la teorfa con nue-
vas hipdtesis o reformarla totalmente.

Francrs Bacon dice (4} que entre los cientificos hay dos clases, o son-
hombres de experimentacién, o son hombres de dogma. Los hombres de
experimentacién los compara a hormigas, que retnen y utihzan, los
hombres de dogma son como las arafias que hacen la red de su propia
substancia. La abeja se sirda en el punto medio, colecciona su material de
las flores del campo y transforma y digiere este material por su propio po-
der. La tarea de¢l verdadero filésofo —continiia Bacdén— no es muy dife-
rente de esta. El filésofo confia no solamente en el poder de su mente,

(3) Huowent, D. Mathematical Problems, Bull. Am. Mall. Soc., vol, 8, p. 438
(4) DBacex, Fraxcis. Novem Organwm sive indicia vera de inlerprefalions nalurae. 1620.
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sino también en la materia reunida mediante la historia natural en los
experimentos mecdnicos, que guarda, no en la memoria, tal como las
hallg, sino en el entendimiento, alterada y digerida.

Por consiguiente se debe esperar mucho de la asociacién mds pura
e intima de estas dos facultades, la experlmental y la racional.

No hay que clvidar tampoco que la concordancia de la teorfa con la
realidad no pretende ser perfecta sino s6lo poseer la suficiente aproxima-
cidn para su validez en las aplicaciones. Al hablar del objeto de una teoria
matemdtica H. CraMER en su libro fundamental (5) nos dice que «la in-
tima concordancia que es razonable esperar entre la teorfa y la realidad
no es siempre la misma. Mientras que en algunos casos ni los instrumen-
tos mis sensibles han conseguido descubrir la mas ligera discordancia,
hay otros casos donde la ley cientifica solamente nos informa de los prin-
cipales rasgos de los hechos observados, mnterpretindose Jas desviaciones
como errores o perturbaciones».

-Una observacién de este tipo debe hacerse al efectuar calculos numé-
ricos, no manejando un nimero innecesario de cifras. Del nimero = po-
demos dar mds de 500 cifras decimales, lo cual no representa mads que
una cutiosidad matematica. Si tratamos, en un problema arqmtectomco
'de calcular la longitud de una circunferencia de radio 15 ms. ‘el error por
€XCEs0 que s¢ puede cometer tomando # = 3'1416 en la férmula usual
no Uega al medio milimetro, y por tanto sin influencia alguna en la pric-
tica. Afiadir mds cifras en la expresién aproximada de = seria ] y
‘molesto.

Como es sabido existe un fluir reciproco: la teorfa se inspira y progre-
sa con las aphca\ lones y éstas aumentan y se perfecmonan con la teoria.
Por ello senala F. Kremv (6): «los mayores matemdticos como Arquime-
des, Newton y Gaus siempre unieron la teoria y las aplicaciones en igual
proporciény.

Del beneficio que recibe la Matemdtica pura al tratar problemas y
cuestiones del mundo real nos dice elocuentemente J. Fourier (7): «El
estudio profundo de la Naturaleza es la fuente mas fructifera de descu-
brimientos matematicos. Ofreciendo al investigador una meta definida,
este estudio tene la ventaja de excluir cuestiones vagas y cdlculos sin
-sentidoy.

Esta afirmacidn de Fouriel no debe de interpretarse en el sentido de
que la Matemdtica deba limitarse exclusivamente al estudio de lo que
‘pueda tener aplicaciones y contra esta interpretacién se levanta €. G. J.

(8) Cwaser, H. Mitodos Matemdtices de Estadistiea (Kd. Aguilur)
(6) Kuimrs, Fénx. Metemdtica filementar desde un punte de visle superior.
{(7) Fourrun, J. Théoric Anclytigie de la Chaleur, Disconrs Préliminaire.
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Jacorr rudamente diciendo (8): «Es verdad que Fourier tiene Ja opinién
de que el fin principal de las Matematicas es la utilidad piblica y la ex-
plicacién de los fendmenos de la Naturaleza; pero un filésofo como él
deberia de saber que el fin dnico de la Ciencia es el honor del espiritu
humano'y que, bajo este aspecto, una cuestion de Teoria de Niameros es
tan valiosa como una-cuestién del sistema del Universon.

A veces al intentar hacer un barrido lo mids completo pOSIble de una
teoria, descubriendo el mayor nimero posible de verdades, se desarrollan
numcrosos teoremas que no-siendo de aplicacién inmediata interesan mads
al ‘especialista en la teorfa que al técnico. Pero cierta informacién de al-
gunas de estas partes de la teorfa no estd de mds a veces en el técnico. No
se puede decir con precisién donde acaban las concepciones tedricas que
pueden tener aplicacién en la realidad, pues muchas teorias se formaron
por satisfacer la curiosidad del investigador y permanecieron guardadas
como trastos inttiles sin adivinar que un dia serian de gran interés y po-
tencia en las aplicaciones. Por ello dice A. R. ForsyTH (9): «la materia
cientffica no progresa necesariamente en direccidn a la utlidad directa.
Muchas' aplicaciones de las teorias de la Matemdrica pura han aparecido
aftos, e incluso siglos, después de los mismos descubrimientos. Las armas
las tuvieron los hombres a mano, pero no las supieron utilizars.

Sefialemos para citar un ejemplo interesante una materla de un gran
valor puramente matematico, la Teorid de Funciones de Variable Com-
pleja, la cual tiene una vitalidad propia, y se desarrolla por sus propias
exigencias ‘formando una teoria de gran belleza. De clla nos dice A. R.
Forsvru ( ) que «es una teoria de la matemdtica pura, germinada en
dicha 1egmn y desarrcllada en ella; se ha construide en una serie de tra-
bajos vy su plan ne ha sido. ni es dominado o guiado por consideraciones
de aplicabilidad a los fenémenos naturales. Pero ¢cudles han sido sus re-
sultados pracnco«;'-‘ Las investigaciones de Lagtange y otros referentes
a la construccidon de- Mapas aparecen como- resultado de la propiedad ge-
neral de la representaclon ‘conforme; ésta es meramente el método geo-
métrico de mirar las relaciones funcionales en esta teoria. También las
interesantes e importantes investigaciones acerca del movimiento de un
fliido en dos dimensiones pueden deducirse de consideraciones similares
interpretando. relaciones funcionales entre variables complejas. En la di-
namica del giro de un cuerpo pesado ha sido itil la asociacién de las pro-
pledades generales de las funciones con la dlscusmn de las ecuaciones del
movimiento. Ademas bajo el titulo de funciones conjugadas, la teoria ha

(8] Referido por €., A. Basnk~es, Mems, Soeo se, phys o math, Bordezux (3}, 1, p. 96,
M) Fomsytu, A, W. Perry's Teaching of Mathematics. London,
(10)  Fomsyru, A, K. Presidential Address British Asseciglion Jor the Advancement of Scien-

ee, Nalure, vol,” 56, p. 877
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sido aplicada a varias cuestiones de electrostdtica, particularmente en re-
lacién con condensadores y electrémetros. Y finalmente, en el dominio de
la Astronomia Fisica algunos de los avances mds sobresalientes han sido
conseguidos introduciendo ‘en la discusién -las ideas, principios, métodos
y resultados de la Teorfa de Funciones; la refinada y extremadamente
dificil obra de Poincaré y otros en Astronomia Fisica se debe al uso de
desarrollos altamente elaborados de algunas materias puramente mate-
miticas cuyo origen tuvo lugar sin pensar en las apthcmnehn )

Debe l]amarse la atencién del alumno, aprovechando alguna ocasién
propicia, acerca de algunas de las caracteristicas de las Matemdticas, como
el simbolismo, la abstraccién, la deduccidn y ¢l rigor.

Las notaclones que se utilicen deben de ser simples, lo mas umformes
pasible, faciles de recordar, como por ejemplo utilizando la inicial del
nombre de las variables, siméuicas cuando sea del caso, por ejemple uti-
lizando subindices, letras maysculas, gricgas,- etc. Ld pulcrltud en la
notacién simplifica a veces t,l trabajo ])01 permitir seguir me]()r el curso
de los calculos.

- Es preciso cultivar algo ¢l sentido del rigor en el alumno. Hay que te-
ner en cuenta que nosotros sélo podemos ensefiar a los alumnos una can-
tidad limitada de teoria, pero debemos dar una formacién adecuada- que
les capacite para extender sus conocimientos en cuanto o necesiten. El
incremento de la Matemdtica redrica y aplicada crece vertiginosamente ;
continamente se desarrollan clertas teorias, s¢ modifican algunas,- - 5e
crean otras para explicar y estudiar debidamente los fenémenos de la
Naturaleza con arreglo a las exigencias de la vida moderna. El hombre
cada vez despedaza mds la materia queriendo profundizar en el conoci-
miento del microcosmos y un intento similar dirige al macrocosmos. El
dominio d= la Naturaleza por el hombre es cada vez mayor, y ello a cos-
ta de la Ciencia, siendo sin duda el instrumento bédsico la Matemarica.
No pudiendo ensefiar mas que una parte limitada de teoria, entre otras
razones por falta de tlempo, se hace preciso hacerlo de forma que el
alumno quede capacitado para extender sus conocimientos. mediante el
trabajo personal. Para ello debe subrayalse la 1mp0rtanc1a de tener los
conceptos claros y efectuar los razonamientos rlgurosos No es que se des-
precie la intuicién sino que ésta debe servir de orientacién al razonamien-
. En relacidn con esto dice E. Kasner (11): los grandes matemdticos
han actuado bajo el principio «Adivinad antes de demostrar» y cierta-
mente asi ha ocurrido con casi todos los grandes descubrimientos.

Ahora bien, el rigor en nuestro caso (y casl en general) no debe ser

11}  Kamwun, Evwano, The presenl Preblems in Gecmedrey s Bull, Amer- Math, Sociely,
vol, 11, p. 285
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una ficbre que domine la exposicién de nuestra materia. Hay que saber
dar el tono preciso a la enseiianza de la Matematica para la Técnica.

P. Purc Apam (12) nos dice: ven la ensefianza para el Ingeniero el ri-
gor no debe ser despreciado como esterbo i convertido en obsesién. No
puede menospreciarlo el futuro Ingenicro porque necesita saber, tanto
como pueda necesitarlo el clentifico puro, la firmeza del terreno que pisa,
y la fineza del instrumento que maneja. No debe convertirlo tampoco en
obsesién que-pudiera robarle tiempo y energia necesaria para estudios de
mavor utilidad...»

Ademis, Puig Adam nos dice como se puede proceder en la ensefian-
za para conseguir este cbjetivo: «a mi entender la solucién consisic en
omitir las demostraciones excesivamente prolijas confesando Jealmente
las omisiones y la defectuvsidad de los razonamientos intuitivos con los
que muchas veces se suplen y en ser, en todo momento, preciso en las
premisas pero también generoso de cllas...», .

- Ha existido, y todavia existe entre los téenicos e Ingenieros cierta
reaccién contra el rigor. Sin embargo otros, como indica la cita que aca-
bamos de hacer, no quieren prescindir totalmente de él.

Hay situaciones, en cfecto, en que ¢l saber con todo rigor un teorema
no conduce a una mejor utilizacién de él en la prictica, que si se ighora
su demostracion; por ejemplo, el teorema de Schwartz, u otros similares
acerca de la igualdad de las derivadas mixtas

fxy = fyx

puede utilizarlo en la prictica con la misma eficiencia el que conoce upa
demostracidn rigurosa que el que no sabe la demostracién, bien porque
la olvidé o porque no la supe nunca: éste puede saber que en los libros
de teoria de funciones ﬁgula dicha demostracién y razona bien al decir
«s1 otro’lo demostré y figura en los libros jqué necesidad tengo de saber
de memoria lo que no hay duda que estd bien y lo puedo aplicar sin co-
nocer dicha demostracién?». Esto es lo que hace el hombre medio que
maneja un aparato de radio o cuaiquier otro utensilio de hoy y no cono-
ce su fundimento; no lo necesita para penerlo en func10nam1ento y dis-
frutallo pues-hay otros que lo saben por €l

© Ademds ‘todos sabemos que incluso los mejores tecmcos profesores
e investigadores hacen uso cientifico y prdctico de verdades, teoremas vy
propiedades que no sabrfan demostrar inmediatamente.

En el caso del teorema citado referente a la igualdad entre las deriva-
das cruzadas existen en realidad varios teoremas diferentes que exigen

(12) P Anam, PP Cureso dedrico-prictice de ccuneiones diferenciales aplicado a la Fisien y
a la Téenira, Madeid. 1050
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condiciones distintas para las funciones a quc se apliquen Cdd)&lan estu:
diarse todas rigurosamente? - : | o

.Nosotros creemos, cn .efecto, que el r1g01 no debe ser desplemado en
la ensefianza de la Matemdtica para la Técnica sino dosificado adecuada-
mente. Para el caso particular a que nos. estamos refiriendo se puedL
eleglr un teorema que no resulte excesivamente complicado, y por consi-
gulente que exija unas hipétesis suficientemente fuertes a las funciones
a mane]al Por ejemplo es bastante simple la que corresponde al teorema
de Bonnet.

A pesar de poner restricciones algo fuertes, en la plactlca suele Ser si-
ficiente un enunciado que permgd la sencillez ¥ no hay ninguna dificultad
en informar al alumno de la existencia de otros enunciados mds genera-
les. Con eso basta. Si alguna vez precisa utilizar un enunciado diferente
quc acuda el alumno a los libros y que se documente; es probablc que
no tenga necesidad de ello nunca. ‘ . '

El rigor, en genera‘ no debe menospreciarse -en la ensefianza para los
ingenieros y técnicos. Es-un:aspecto de la-Ciencla en gener: al, -es formau-
vo, educa y dlsuplma la mente, enseiia a anabizar y protundlzm en los
estudios, con él no se pierde el engranaje de la Matemdnca v su método;
se LStllTlllld la precisién, sutilezdy minuciosidad en el pensar.

En su defensa dice D. HiLserT {13)7 «es un error. creer que el rigor
en la demostraciones es un cnemigo de la simplicidad. Por el contrario,
encontramos confirmado por numerosos ejemplos que el método riguro-
50 es a la vez el mas sumple y el mds- ficilmente comprensible. Los es-
fuerzos hechos en pro del rigor nos conducen a los métodos de demostra-
cién mias senclllos». . .

Algunas demostraciones puedm sustituirse pm: una 1de.1 dc la demos-
tracidn.en que se omitan los detalles, pero no queremos, decir con esto que
se rehuyan las partes difciles con demostraciones aparentes o sofismas,
intentando engaiar al alumno, sino que las supresiones. sean puestas de
manifiesto. expresande que tienen por finalidad simplificar la demostra-
cién. A cste respecto dice H. Grassmann, (14): «pocos niegan que incluso
en la primera instruccidn cientifica en Matemdricas el método mds rigu-
roso debe ser preferido a cualquier otro.. Todo profesor preferird una de-
mostracién consistente a otra-basada ¢n sofismas o que se reduzca a un
circulo. vicioso, pues serd moralmente imposible . para él presentar una
demostracién de este tltimo tipo conscientemente v .con ella engafar a los
alumnos... Quizds se responda que una demostracién. rigurosa resulta de-
masiado dificil para el poder de comprensién del alumno. Si se diese este

(13) Huenar, T, Methematical Problems. Bull, Am, . Mall.- Sor., vol, 8 p, 441,
(14)  Guassmass, Muavans, Stueke gus dem Lehetioehe dee Aritmeetih, Worke, Rd, 2, p. 206,
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caso —lo cual indicaria un defecto en el plan o en el tratamiento del con:
junto— el tinico remedio serfa sunplemente establecer el teorema de un
modo histérico y omitir la demostracién con la franca confesién de que
no se ha encontrado una demostracién asequlb]e para el alumno; reme-
dio éste, que siempre es dudoso y deberia aplicarse en caso de- extrema
necesidad. Pero este remedio debe p_referirse a una demostracién que no
es demostracién, y por consiguiente ¢s o completamente ininteligible
para el alumno, o le engafia con una apariencia de conocimiento que abre
la puerta a toda la supcrﬁcialidad y falta de método cientificon.

El rigor debe existir cn los wncepto‘; en los enunciados y en los razo-
namientas. : S .

Los conceptos deben tenerse bien sedlmentados es indispensable co-
nocer una definicién correcta de cada ente y manejar el concepto sin am-
bigiiedad ni .error en la teoria y en los problemas. :

Sin haber sentado los CONCEpros fundamentales con ugor el esfuerzo
hecho en los razonamientos es estéril ya que los conceptos sirven de base
a toda Ja exposicién. Sin embargo es preciso saber dar una mterpretacmn
mntuitiva auxiliar.. Los conceptos. pertenecen a entes abstractos, precisos,
esquematizados que condensan lo fundamental de hechos de la natura-
Jeza, lo esencial para ser utilizados en los razonamientos tedricos. Pero
las ex1genc1as pqlcnléglcas del estudiante, y mayormente del que se forma
para ser ingeniero, piden completarse con interpretaciones geometncas fi-
sicas, del mundo real; esto es, a los conceptos deben acompanar imdge-
nes vivas, ejemplos practicos que nes muestren. su significacidn e incluso
su utlhdad ‘

Citemos un e]emplo El concepto de dlfexencml debe inmediatamen-
te interpretarse geométricamente, utilizando la idea de recta tangente,
plano tangente. etc. -pero-la diferencial tienen una interpretacién muy
util en los razonamientos euristicos al plantear problemas fisicos, ete.; en
rigor no hay cantidades infinitamente pequefias o infinitésimas como dice
explicitamente E. W. Hossox (15), sin embargo se emplea esta expresién
para dar significacién # las diferenciales y se razona con ellas eficazmente
comoa todos sabemos.

‘También se debe poner el necesario rigor en los cnunciados de los
teoremas. El alumno debe estar advertido que en todo teorema hay unas
hipbiesis que s1 no se verifican, la conclusién puede dejar de sausfacerse.
Contrae]emplos adecuados lo convencerdn. Sin embargo somos de la opi-
nién de que no debe exigirsele al alumno que sepa de memoria una larga
lista de condiciones como aparece en algunos teoremas. Estas pueden omi-

(15) Howssox, . W. The Theary of Funciions of o Read Varieble and the Theory of
Fourier's Serivs.
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tirse en el enunciado diciendo: «bajo las condiciones que impondremos
mds adelante» o «bajo ciertas condiciones de regularidad», etc. y luego
se irdn imponiendo a lo largo de la demostracién o indicando la necesi-
dad de condiciones adecuadas.

La leccién que va a ser explicada por el profcsor debe ser cuidadosa-
mente prepdrada teniendo en cuenta los conse]os €Xpuestos o lo que la
experiencia de cada cual le haya ensefiado.

Ya no afiadiré mds normas ni procedimientos de ensefianza, Mas que
seguir métodos diddcticos concretos 0 caminos muy sistematicos creemos
que hay que estar dispuesto a todo lo contrario; tener cl espiritu abierto
para reformar nuestros hébitos, tendiendo a perfeccionarnocs en la com-
pleja labor de la ensefianza.

Y para insistir en este punto afadiré que una leccidn no puede con-
siderarse dispuesta definitivamente para la ensefanza; no se puede con-
fiar a2 un magnetéfono su desarrollo lo mismo que un libro no puede ex-
cusar la existencia del profesor. El profesor debe saber captar el estado
receptivo de la clase, su atencién, cansancio, duda, disciplina, etc. y amol-
darse a estas circunstancias que incluso pueden hacer variar la explicacién
de una misma leccién de un curso a otro.

Mas que adquirir extensos conocimientos de Psicologia, Oratoria, Lé-
gica, etc., serd eficaz para la ensefianza la pracnca adquirida poco a poco
y el entusiasmo puesto en esta labor.

Dificil y cargada de responsabilidad la tarca de formar hombres en
la que tenemos puesto nuestro empefio todos los profesores de diversas
clases; unamos nuestro entusiasmo y sacrificios por conseguir que la ge-
neracién futura aprenda a conocer mejor la obra de la Creacién y, aun
mas, a amarla para pader sentir los goces mas elevados; digamoslo con
las palabras de un conocido premio Nobel (16): «Para quien lo sabe
amar, ¢l mundo se quira su careta de infinito. Se hace tan pequefio como
una cancién, como un beso de lo eterno».

(16) Taconr, Ramxouaxaz, Pdforas perdidos, 3.





