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RESUMEN

Se estudia el movimiento de un fluido viscoso sobre una placa plana
indefinida, calculando las componentes de la velocidad en la capa limite
laminar, el espesor de dicha capa y la tensién tangencial en la placa,
mediante la teoria del Analisis Dimensional de Palacios, observando
que las soluciones obtenidas son mas precisas que las del Andlisis Di-
mensional clisico.

SUMMARY

Motion of a viscous fluid past an infinitely plate is studied. The
components of the fluid velocity in the laminar boundary layer, the
thickness of this boundary layer and the friction stress at the plate, are
obtained using Palacios Dimensional Analysis theory, showing that the
solutions are more precise than those of Classical Dimensional Analysis.

INTRODUCCION

La imposibilidad de resolver de forma exacta las ecuaciones de Navier-
Stokes en los movimientos de los fluidos, hace de gran interés la aplica-
cién del Analisis Dimensional a este tipo de problemas, siendo sus solu-
ciones guias para los estudios experimentales que se realizan.
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Leonidas I. Sedov (1) dedica, desde el punto de vista dimensional,
_gran parte de su obra Similarity and Dimensional Methods in Mecha-
nics a estos problemas. Entre ellos figura el de el flujo de un fluido
viscoso sobre una placa plana, que, pese a ser de planteamiento sencillo,
no ha podido ser resuelto analiticamente de un modo exacto.

Consideremos el flujo de un fluido viscoso e incompresible sobre una
placa plana. Supongamos que la placa comienza en el punto x =0y
que se prolonga indefinidamente en ¢l sentido positivo del eje X y a lo
largo del eje Z. La velocidad de la corriente general, a suficiente distan-
cia de la placa, U, es paralela al eje X y constante. Pretendemos calcular
las componentes de la velocidad del fluido u(x,y), v(x,y), segin los ejes X
e Y respectivamente, admitiendo que la capa limite es laminar.

Utilizando la teoria de la capa limite, y mediante el Analisis Dimen-
sional clasico, Sedov llega a:

muaf2 )
\/va
[11]
/vU Ly y
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u
donde v es la viscosidad cinematica.

Efectivamente, basta establecer las variables que intervienen: U, ¢
(densidad), x, y, u (viscosidad dindmica), u, v; y aplicar el teorema de
«pl» para obtenerlas. , _

Posteriormente mediante el estudio’ de las ecuaciones diferenciales
de Prandtl para la capa limite:

du du ' u

uE:‘x_l_vay_véiy2

du av

obtenidas de las de Navier-Stokes mediante ciertas aproximaciones,
obtiene: ‘ S
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Con el estudio-analitico de las ecuaciones de Prandtl, por métodos
de aproximaciones, obtiene para la tensién tangencial T, en la placa:

/el
Vv [3]

X

y €l calculo numérico asigna a K el valor 0,332, lo que constituye la
féormula de Blasius.

Para el espesor de la capa limite lammar da Prandtl (2) la expre-
5ién tedrica:

-/ wx

§=k v [4]
U

Nosotros vamos a demostrar que es posible obtener directamente,
con el Analisis Dimensional de Palacios (3), soluciones mas precisas que
las del Andalisis Dimensional cldsico, que coinciden exactamente con
la [2], con la expresién [3] de.la tensién tangencial en la placa, y
con el espesor de la capa limite laminar [4], sin que para ello sea nece-
sario utilizar las ecuaciones de Prandtl con las aproximaciones que
precisa realizar Sedov. Veremos también una aplicacién sobre el desarro-
llo de la capa limite en un tubo

COMPONENTES DE LA VELOCIDAD DEL FLUIDO EN LA CAPA
LIMITE

Tomamos el eje Y perpendicular a la placa, y discriminamos las di-
mensiones del espacio respecto de la base: Ly, Ly, L., M, T; Ias férmulas
dimensionales de las variables expuestas resultan:
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[ul =[Ul=L T% [vI=L T% [e] = L7 L* L M;

Lx M T3 L;‘ L;‘

F/s ]
- I T 1-1

[x] =Ls; [y] = Ly; [w] =[
u/y_] x ¥

=M L;‘ Ly L;‘ T

Para el cilculo de u, teniendo en cuenta que u/U es adimensional, el
problema se plantea del siguiente modo:

U n X y p
L 1 —1 1 0 —1
L, 0 1 0 1 —1
L. 0 —1 0 0 —1
M 0 1 0 0 t
T | —1 —1 0 0 0
i 1 —1 —1 2 1

La caracteristica de la matriz es h=4, y el namero de monomios
i=1, esto es:

_ Upy

==
al que hay que anadir el factor de forma 8 = u/U. El monomio obte-
nido es el producto del Numero de Reynolds (tomando como longitud
caracteristica la dimensién lineal y), por el cociente y/x:

Upy y
— . T NRE,Y " —_—
X X

lo que indica que el Numero de Reynolds no es adimensional en la base
considerada, sino que tiene por férmula dimensional:

. [Nke,)r] — Lx L;l

La expresion que se obtiene para la u es, por tanto:
pU
L X

que coincide con la primera de [2], puesto que v = u/p.
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Esta solucién de u se ha obtenido admitiendo la existencia de la capa
limite laminar. También puede enconirarse, mediante e] Anilisis Di-
mensional, la solucién correspondiente al caso de régimen turbulento,
como han demostrado Palacios (4} v Sanchez Rodriguez (5).

El calculo de v se plantea de modo similar:

v U X oy U P
L: 0 1 1 0 —1 —1
Ly 1 0 0 1 1 —1
L. 0 0 0 0 —1 —1
M 0 0 0 Q 1 1
T —1 -] 0 0 —1 0
™ 1 g 0 1 —1 1
T 0 1 —1 2 —1 1
vye Upy
™ = ; y T ——
n X1
resultando para v:
u
v M f,( Py )
Py Xt

que es la segunda expresién de [2].

TENSION TANGENCIAL EN LA PLACA

Para el calculo de la tensién tangencial =, en la placa, teniendo en
cuenta que las variables que intervienen son: =, ., g, U, x, el Andlisis
Dimensional clasico proporciona la siguiente informacion:

To U ] ) X
L -1 —1 —3 1 1
M 1 1 1 0 0
T 2 | 0 h =
i=2
- 1 0 —1 2 0
T 0 1 —1 -1 —



104 ' Lo _ A, Arenas y A. Herranz

Son, pues:

T R

ez pUx

™ =

quedando para <, la expresién:

e o
~TO:‘“pU=F( ) T [5]
. . pUx o

Veamos como es posible mejorar esta solucion. La fé6rmula dimen-
sional de <, en la base Lx, Ly_. I.a,r M T es:

’ T F ] L. M T*
[Ta] = | = =L*'MT?®
5 _[ Lx Lz i 2 i

que, con las formulas dimensionales encontradas anteriormente, per-
mite plantear el problema del modo siguiente: |

To i o U

X
Lx 0 —i —1 1 1
Ly 0 1 —1 0 0
L —1 -1 -1 0 0
M 1 ! 1 0 0 h=4
T —2 —1 .0 —t - 0 =1
o 1 —% . —l% —3 1%
-l[o X'z '
de modo que el dGnico monomio que aparece es T = ——
R (o1 U)K
| U\
y la solucidn es 1, = C (-ﬂ;—) °

"

mds precisa que la [5] y que coincide con la férmula de Blasius para
C = 0,332
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ESPESOR DE LA CAPA LIMITE LAMINAR .-

Las variables que determinardn el espésor de la capa limite lami-
nar &, son: u, X, p, U. La férmula dimensional de & en la base Ly, Ly,
L., M, T, es [8] = L;. El problema se plantea, pues, como sigue:

) i X 9 U
L. 0 1 1 — 1
L, 1 1 0 —1 0
L 0 —1 0 —1 o0 h=4
M 0 1 0 1 0 i=1"
T 0 -1 0 0 —1
x y JR B | 1 1

hay un solo monomio:
' 8eU
nx
por lo que se obtiene la maxima informacién:
/[ ux
expresién que concuerda con la que resulta de la teoria de Prandtl (2).
La informacién que proporciona el Analisis Dimensional clasico es
incompleta, debido a que hay dos monomios, uno de ellos el factor

de forma &/x. La solucién a que se llega, planteando el problema con
las variables p, x, p, U, es: .

§=k v [6]

» siendo, pues: § =x f( E ) ,
pUx

™ =
plUx

mds imprecisa que la [6], al fipurar enh ella la funcién indeterminada f.
DESARROLLO DE LA CAPA LXIMITE LAMINAR EN UN TUBO
La teoria de la capa limite se puede aplicar a la circulacién de un

fluidé por un tubo. La distancia desde la zona de entrada hasta que la
capa limite alcance el eje del tubo, se puede calcular con el Analisis
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Dimensional. Dicha distancia L’ dependera de: u, g, Un (velocidad me-
dia), D (didmetro del tubo). Con el planteamiento clasico del Analisis
Dimensional se obtienen dos monomios adimensionales: L//D, y el Nu-
mero de Reynolds con el didmetro como longitud caracteristica Nge =
=p ' Un ' D/p, y la solucién es:

L'=D"F (NRe) [7]

Usando la teoria de Palacios, L'/D no es adimensional, por lo que
se mejora la solucién, Las férmulas dimensionales son ahora las siguien-
tes: tomamos el eje X segiin el eje del tubo, y por la simetria del pro-
blema, las direcciones Y y Z son indistinguibles, por lo que tomamos
una dimensién comun para ambas Ly..

[U1=L;[DI=1L;[e]l=L'L°M [U]=L T
X ¥z X 2 m x

Fool L. M T
[b] = du |= L L -L T'L2 —popTe
dn

- el problema se plantea del siguiente modo:

L’ D 83 2] Um
Ls 1 0 —1 —1 1
Ly 0 1 0 —2 0

M 0 0 1 1 0 h=4

T 0 0 —1 0 —1 i=1
T —1 2 —1 1 1

Ump P .

T = ~—e—— , de donde: L' =k ' D * Nge - (k es una constante adimen-

pL’
sional), solucién mas precisa que la [7], v que estd conforme con los re-
sultados experimentales y con la férmula teérica de Langhaar (6), (7), (8).
En trabajos anteriores (9), (10), (11}, hemos realizado el estudio de al-
gunos casos de transmisién de calor a través de la capa limite, mos-
trando asimismo el modo de enfocar la resoluciéon de estos tipos de

problemas.
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