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de torsién

POR
J. MARTINEZ y /. L. GARCIA

INTRODUCCION

Entre los problemas que se plantean en el estudio de la localizacién
de anillos no conmutativos se encuentra el de ver qué condiciones de-
ben cumplirse {en términos de los ideales del anillo R o en términos de
los médulos de su categoria dz médulos) para que el anillo de cocientes
de R respecto de una topologia de Gabriel —equivalentemente, respecto
de una teoria de iorsién hereditaria—, sea un tipo i=special de anillo.
Cabe citar en este sentido los trabajos de Sandomierski ([16]) en 1967,
v de Walker v Walker ([19]1) en 1972, en los cuales se estudian condi-
ciones necesarias y suficientes para que el anillo de cocientes maximal,
Qumax, de un anillo R no singular (esto es, el anillo de cocientes de R res-
pecto a la topologia de Goldie) sea un anillo semisimple. Posteriormen-
te, Zelmanowitz ([20], 1978) estudia el mismo problema para anillos de
cocientes respecto de topdlogias de Gabriel mayores que la de Goldie.
Estos trabajos han conducido a la consideracién de anillos T-noetheria-
nos —para una topologia de Gabriel arbitraria que determina la teoria
de torsién (T, F)—, por parte de diversos autores, definiéndolos como
aquellos anillos para los cuales 2] conjunto de sus ideales por la derecha
T-puros verifica la condicion de cadena ascendente ([8]). Asi, para estos
anillos, Nastasescu ([14]) demostrd, en 1979, una version relativa del
teorema de Hopkins: si una categoria de Grothendisck tiene un coge-
nerador artiniano, entonces todo objeto artiniano es noetheriano; en
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particular, todo anillo T-artiniano (el conjunto de sus ideales por la
derecha T-puros verifica la condicién d= cadena descendente) es T-noet-
heriano. Por otra parte, los anillos T-noetherianos estan caracterizados
por la propiedad de que todo cogenerador inyectivo de la teoria de tor-
sién (T, F) es Z-inyectivo, versién rzlativa de una teorema bien conocido
de Bass.

Asi como el estudio de los anillos noetherianos por la derecha esta
basado en los conceptos de mdédulo finitamente generado y finitamente
prssentado, los anillos T-noetherianos, de manera analoga, pueden ca-
racterizarse a partir de los médulos T-finitamente generados y T-finita-
mente presentados, estudiados por Golan ([8]), Stenstrom ([18]) ¥y
Miller-Teply ([13]).

Nos proponemos en este trabajo obtener caracterizaciones de estas
clases de médulos, utilizando para ello propiedades de conservacidn de
determinados limites y colimites por parte de los funtores Hom y ®
que definen, generalizando los resultados obtenidos por Lenzing ([12])
y Skljarenko ([17]) para médulos finitamente generados y finitamente
presentados, haciéndolo de modo que se obtengan estos ultimos en el
caso de que la teoria de torsion sea la trivial (0, Modgr). Dedicamos los
dos primeros capitulos del presente trabajo a este estudio, y en el ter-
cero se emplean algunos de estos resultados para obtener caracteriza-
ciones de los anillos T-noetherianos.

En lo que sigue, R denotard un anillo asociativo y con 1; Modr es
la categoria de los R-mdédulos por la derscha. M € Modr indicara que M
es un R-moédulo por la derecha. (T, ¥) notard una teoria de torsion here-
ditaria sobre Modi y t serd el radical exacto por la izquierda asociado
a esa teoria de torsién.

Carfruro 1
MODULOS T-FINITAMENTE GENERADOS
1.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Diversas condiciones de finitud respecto de teorias de torsién par-
ticulares han sido definidas recientementte con la finalidad de obtener
caracterizaciones de anillos con propiedades especificas. Asi, Sandomier-
ski en [16], estudia condiciones necesarias y suficientes para que el anillo
de cocientes maximal de un anille no singular sea semisimple, encon-
trando que ello es equivalente a que todo ideal I del anillo sea esencial-
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ment2 finitamente generado ([91), es decir, que I contenga algun ideal J
finitamente generado, con [/ de torsién en la teoria de torsién de Goldie.
Por otro lado, Colby, en [3], estudia condiciones para que un anillo
verifique que ‘todos sus mdédulos inyectivos sean planos, obtenizndo que
para ello es necesario que el anillo sea «coherente», en el sentido de que
todo ideal finitamente generado, I, tenga una presentacién

0—-K—=>F—>1-0,

donde F es libre de tipo finitoc y K contiene un submddulo, K. finita-
mente generado, de modo que Home(K/Ko, R} = 0.

De modo més general, siendo (T, F) una teoria de torsién arbitraria,
Miller y Teply definzn ([13]) los conceptos de médulo T-finitamente ge-
nerado y T-finitamente presentado de la forma siguiente:

DEFINICION !—Sea (T, F) una teoria de torsién en Modr, M € Mods.
M se dice T-finitamente generado (T-FG) si existe una sucesidn exacta
corta O—-M—>M—->M/M—0

donde M, es finitamente generado y M/M, es de torsién.

DEFINICION 2—Sea M &€ Mods. M se dice T-finitamente presentado
{T-FP) si =xiste una sucesién exacta corta

0K—-F->M—0

con F libre de tipo finito y con K Tt-finitamente generado.
Consideramos a continuacién algunos ejemplos de mddulos T-finita-
mente generados:

1) S5i M es un médulo finitamente generado, es también T-FG, cual-
quiera que sea la teoria de torsién (T, F).

2) Si M€, entonces M es T-FG.

3) Sea (T,F) la teoria de torsién trivial (0, Mods). En este caso,
para M € Mods, M es T-FG si, y sélo si, M es hnitamente generado.

4} Existen moédulos no finitamente generados .que son T-FG para
alguna tzoria de torsion (T, F), Por ejemplo, sea (T, F) la teoria de tor-
sién de Goldie ([18]), Ch. VI, p. 148) en la categoria Mod; de grupos
abelianos. Q no es finitamente generado como grupo abeliano, pero es
I-FG: en efecto, Z es esenciat en Q, luego Q/Z es de torsion.

5) Sea F un cuerpo y sea R = F [X,, ..., X, ...] el anillo de poli-
nomios sobre F en infinitas indeterminadas; sea (T, F) la teoria de tor-
sién de Goldiz en Modr. El ideal I generado por todas las indetermina-
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das no es fAnitamente generado; pero, por ejemplo, {X,) es esencial en I,
luego I es T-FG.

6) El siguiente es un ejemplo de un médulo no finitamente gene-
rado, que es T-FG para cualquier teorfa de torsién (T, F) que no sea la
trivial (0, Modg). Sea Zy~ el grupo de Priifer ([1], Ch. 1, pp. 3940) y
sea 7 o el anillo de los enteros p-adicos, Homz(Z,-, Z;-) ([1], Ch. 1,
p. 54). En [15] —p. 378—, se construye un anillo R = Z(p) ®Zy- con
la suma natural y el producto: (Ax){(u,y) = (dp, Ay+px).

I=(0)® Z,- es un ideal no finitamente generado. Sin embargo,
como consecuencia de [10], p. 1480, I es de torsién para cualquier te=o-
ria (T, F), en que sea T << (0); as{ que | es T-finitamente generado.

En [8] se demuestra que si (T, F) es una teoria de torsién hereditaria
en Modg, entonces la clase de los modulos T-FG es cerrada para cocien-
tes y extensiones. De aqui se obtiens que, para M€ Modr, M es T-FG sii.
M/t#(M) es 1-FG, siendo t el radical correspondienie a la teoria (T, F).
En el caso particular que sigue se puede precisar algo més:

PROPOSICION 1.—Se=a (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Modg,
tal que la clase F es cerrada para cocientes; sea t el radical asociado.
Para todo M € Modg se tiene: M es T-FG si, v sélo si, M/t(M) es finita-
mente generado.

Demostracién: por la observacion anterior, solo hay que probar que
para M libre de torsién se verifica: M 1T-FG sii. M es finitamente generado.
Pero si M es libre de torsion y 1-FG, existe M, € M, de modo que M, es
finitamente generado y M/M, es de torsidn; esto implica M, = M, por
ser F cerrada para cocientes. Luego M es finitamente generado.

1.2. CARACTERIZACION DE MODULOS T-FG POR EL FUNTOR HOM

En una categoria de Grothendieck, los objetos finitamente generados
se caracterizan por la condicién de que el funtor Hom covariante que
definen conserva uniones directas ([18], Ch. V, p. 121). Nos interesamos
en este apartado por obtener alguna caracterizacién de los R-modulos
1-FG, M, a través del funtor Homg(M,—). Recordemos primero ([8],
Ch. 1, p. 34) que un R-médulo por la derecha, M, se dice T-inyectivo
—para una teoria de torsion hereditaria (T, F)— cuando se verifica, para
todo N €T, Ext,(N,M) = 0.

PROPOSICION 2.-—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modxz
y sea M € Modk. Si {E } .1 €8 una [amilia directa de submddulos de un



Sobre condiciones de finitud v teorins de torsion 147

R-médulo por la derecha, E, y cada E, es libre de torsién y T-inyectivo,
entonces el homomorfismo canénico

@: lim Homg(M, Eq) ———"Homzr(M, } E1)
-
es un isomorfismo.

Demostracién: En primer lugar, es facil ver que, puesto que los E;
son libres de torsién, X E, es libre de torsién (ver, por ejemplo, [18]
Ch. VI, Ex. 2(ii), p. 157).

Al ser M 1-FG, existe una sucesion 0 - K —-M —= T —0, con K fini-
tamente generado y T de torsién. Teniendo en cuenta que _1_1_11;1) es un

funtor exacto y que Homg(M,—) es exacto por la izquierda, se obtiene
el diagrama siguiente:

0 — lim Homg(T, E;)— lim Homs(M, E,) L Homg(X, E)— 0
— —_—

T i | 1
g h

N— HOI'HR(T, %: Ei) —> HOIHR(M, II: Ei) —-:—) HomR(K, § Ei)

en el que las filas son exactas y el término de la derecha de la fila su-
perior es 0, ya que cada Ext}(T,E;) =0, por ser E; T-inyectivo, por
otra parte, cada Homg(T, E,) = 0, por ser los E; libres de torsién, vy,
por la misma razén, también Homg(T, 3 Ei) = 0. En definitiva, f es iso-
morfismo v k es monomorfismo. Ahora, al ser K finitamente generado h
es isomorfismo ([18], Ch. V, p. 121). Por lo tanto, g es también un iso-
morfismo, por la conmutatividad del diagrama.

En el caso de teorias de torsién de algunos tipos especiales, el resul-
tado anterior puede mejorarse:

PROPOSICION 3.—8ea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modg
tal que el correspondiente filtro de Gabriel, &, tiene una base de ideales
de tipo finito. Sea M € Modr: M es 7-FG si, y s6lo si, el funtor Homg{M, =)
conserva uniones directas de médulos libres de torsién y T-inyectivos,

Demostracion :
Pues supongamos que ®©: lim Homg{M, Ej}——— Homz(M, = E))
_.i...._) ) 5
es un isomorfismo para cualquier familia directa,

{Ei} et de submédulos libres de torsién y T-inyectivos de un cierto R-
mddulo por la derecha, E. De acuerdo con [18], Ch. XIiI, Prop. 1.2,
z Ei es también libre de torsién y T-inyective. Nuevamente por [18],
Ch. IX. IX, Prop. 1.11, obtenemos un diagrama comutativo
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HomR(Myr Ei) == HOH]R(M, Ei)

 Homw(M,, I E) = Home(M, E E1)
para cada i€ [. Estos diagramas inducen un diagrama conmutativo

lim Homgp(M,, E;) — > lim Homg(M, E:)
I l H

¥

()]
HomR(My, b2 E} —-‘:-——) HOI;LIR(M, ; E:)

Como, por hipc’_»tesis, ® es un isomorfismo, se tiene que:
4 hﬂ Homw(M,; Ei) ——— HOHIR(W]’IE Ei)

I
es también isomorfismo. Asi, para cualquier familia directa, {E} e, de
subobjetos de un objeto, E, de la categoria cociente Mod<{R, &) —ver
[18], Ch. IX, p. 199—, se tiene que el morfismo candnico

lim Hom

—
I

es isomorfismo. Por lo tanto, M,-es un objeto finitamente generado de
la categoria Mod-(R, & ). Teniendo en cuenta [18], Ch. XIII, Prop. 1.1,
pagina 262, se obtiene que M es T-FG.

Mod-(R, .57 (M- E) —- Hom, d(R,.57) (MFL:Ei )

PROPOSICION 4.—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Mode,
tal que la clase F es cerrada para cocientes. Para cualquier R-médule
por la derecha, M, son equivalentes:

(1) M es T-finitamente generado.

(2) Homg(M,—) conserva uniones directas de R-moédulos por la dere-
cha libres de torsién.

Demostracién:

(1) = (2): Sea {4} una familia directa de submdédulos libres de tor-
sién de un R-médulo por la derecha, D. Dado que F D serd también
libre de torsién, se tiene:

Homz(M/t(M), D;) == Homz(M, Ds), para cada i €1, siendo t el radical
asociado a la teorfa (T, F). También Homs(M/t(M), ¥ D:} = Homx(M, ¥ Dy).
Ello nos da un diagrama conmutativo

lim Homg(M/t(M), D;)E_l-i_ri Homg(M Iy)

I I

¥ d
Homz(M/t(M), £ D1) = Homx(M, 3 Dy)
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Por la Prop. 1, M/t(M) es finitamente generado, asi que ¥ es un iso-
morfismo. En consecuencia, ® es también un isomorfismo.
(2) = (1): Debido al hecho de que F es cerrada para cocientes, el reticu-
lo Satx(R), de los ideales Tpuros (ver [8], Ch. 1, p. 28) es isomorfo al
reticulo de todos los submédulos de R/t(R). Dado que R/t{R) es finita-
mente generado, este reticulo es compacto. Ahora, por [18], Ch. XIII,
Proposicion 1.1, el filtro & tiene una base de ideales de tipo finito. Apli-
cando ahora la Prop. 3 se obtiene que M es T-finitamente generado.

Se puede interpretar la Prop. 4 en otros términos: cuando la clase F
es cerrada para cocientes, si denotamos por & la subcategoria plena
de Modg formada por todos los médulos libres de torsién, los conticleos
en ¢ coinciden con los contcleos en Modg, lo que va a hacer que &
sea una categoria abeliana, y, de hecho, una categoria de Grothendieck
con generador R/t(R). La Prop. 4 expresa entonces que los objetos fini-
tamente generados de la categoria . son los médulos libres de torsién
y finitamente generados. Por otro lado, en virtud del teorema de Gabriel-
Popescu, la categoria & de los médulos libres de torsidén es equivalente
a la categoria cociente Mod{R/t(R), ¥'), donde &~ es la topologia maés
fuerte sobre R/{R), que hace que todos los médulos libres de torsién
para (T, F) sean también libres de torsién para la teoria correspondien-
te a &', (T, F), v sean T-inyectivos.

1.3, CARACTERIZACION DE MODULOS T-FG POR EL FUNTOR ®

Un conccido resultado de Lenzing proporciona una caracterizacion
de los médulos finitamente generados: para M€ Modg se tiene que M
es finitamente generado sii. el morfismo canénico

M ® (IL)—— IOM ® L)
R 1 1 R

es un epimorfismo para toda familia {Li}re: de R-mddulos por la izquier-
da ([12], Satz 1, p. 263). Damos a continuacién una propiedad corres-
pondiente para médulos T-finitamente generados. El resultado mas no-
table se obtendra en el caso de que el filtro de Gabriel asociado a la
teorfa de torsién hereditaria (T, F) posea una base de ideales de tipo
finito. S i3t

Utilizaremos la siguiente definicién de médulo & -divisible ([18} Ch.
VI, p. 155):

DEFINICION 3—Sea (T,F) una teoria de torsién hereditaria en Moldn
y &, el filtro de Gabriel asociado. Un R-médulo por la izquierda, D, es
F-divisible cuando para todo mdédulo ME T se tiene: M® D = 0.
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PROPOSICION 5.—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modg,
y &, el filtro de Gabriel asociado. Si M es un R-médulo por la derecha
T-finitamente generado, entonces el morfismo candnico

O: M C? (II"{ L)——— {I(M @ Li)

es un epimorfismo, para cualquier familia {Li}ies de R-médulos por la
izquierda &-divisibles.

Demostracién:

Sea M € Mods, M Tfinitamente generado. Existird, por tanto, una
sucesion exacta 0 > K —- M-+ T-—-0 con K finitamente generado, y T,
de torsién. Si {Li}ier es una familia de R-médulos por la izquierda, ob-
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y con filas exactas:

K @;) (I;IL:)——:»M Ql:) (];ILi)—'—‘—:PT GRO (l;ILl)—z»O
| ‘
v O
O(K ® h)—ﬂf—ag(m @ Li)mh—;I;I(T c;@ L)—— 10

I R

Dado que los L; son &-divisibles, Il (T ® L) = 0. Por lo tanto, & es
I R

epimorfismo; ¥ también lo es, ya que K es finitamente generado. En con-
secuencia, ® es un epimorfismo.

Para la proposicién que sigue, y en adelante, denotaremos por X*
~-siendo X € Modg— al médule de caracteres HomzAX, Q/Z), que serd
un R-médulo por la izquierda. También recordaremos que toda teoria
de torsién hereditaria estd cogenerada por algin médulo inyectivo ~—y
reciprocamente, es decir, un médulo inyectivo cogenera una teoria de
torsién hereditaria; [8], Ch. 1—.

PROPOSICION 6—Sea (T, F) una teorfa de torsion hereditaria en Mods
tal que el filtro de Gabriel asociado, &, posee una base de ideales de
tipo finito. Sea E € Modr un médule inyective que cogenera la teoria
de torsién (T, F). Para todo M€ Modr son equivalentes:

(1) M es T-finitamente generado.
(2) E] homomorfismo canénico M (;3) (III L1)—-—-——-—>III(M @ L)

¢s un epimorfismo para toda familia, {Li}er, de R-mdédulos por la iz
quierda % -divisibles.
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(3) Para cualquier conjunto de indices, I, el morfismo candnico
M (? {EY o—> (M (;}) E*}
es un epimorfismo.
(4) ConI =M x E*, el morfismo canénicode M ® (E*Y en (M 6;) E*Y
R
es un epimorfismo.

Demostracidn:

(1) = (2) se obtiene directamente de la Prop. 5. ]

(2)=+(3) resulta del hecho de que E* es &-divisible. Para probar esto,

basta mostrar que C @ E* = 0, para todo mddulo C ciclico y de torsidn.
[ .

Por otro lado, sea T un moédulo de torsion y finitamente presentado;

es facil ver —[18}, Ch. 1, Ex. 33, p. 47— que existe un isomorfismo
-

HomzHomz(T,E), Q/Z))=T ();:) Homz(E, Q/Z)=T @ E*,

Ahora, como T es de torsién y E es libre de torsidn, se tiene Homg(T, E)=0
de donde T ® E*=0. Conmderemos ahora un R-médulo por la derecha,

C, ciclico y de torsion: sera C = R/I, donde I es un ideal del filtro &.
Por tener & una base de ideales de tipo finito, existe J © I, finitamente

generado, y J€ &. Asi, R/J es finitamente presentado y de torsién, de
modo que, por la observacién anterior, se tendrd R/J @ E*=0. De la

R
sucesidén exacta R/J—-R/1-—>0 se obtiene R/T ® BE*-R/I ® E*—=0,
R . R
por lo que C C;O E*=0.
{(3) = (4} es obvio. _
(4Y= (1): Por el mismo procedimiento que en [4], 1.1, b)=<c), se

prucba, a partir de (4), que existird un submdédule finitamente genera—
do de M, M,, tal que M, ® Er=M ® E*. De ello se obtiene M/M, ® E'=

Por lo tanto, Homz(M/Mu ® E*, Q/Z) 0, asi que, por el 1somorﬁsmo
de adjuncion, se tiene

Homz(M/M,, HomzE*, Q/Z)) = 0 = Home(M/M,, E™).

Como Q/Z es cogenerador inyectivo en la categoria de grupos abehanos
E se sumerge en E*, de modo que Homs(M/M,, E) =0, y M/M, es de
torsién. Asi, M es T-finitamente generado.

Dado un module M € Modg, existe un homomeorfismo natural

ot M @ N*——» Homg(M, N)* para cada N € Modz.
R
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En [17] se demuestra que, si M es finitamente generado, © es un epi-
morfisme para todo N. Obtenemos ahora un resultado andlogo para
teorias de torsion hereditarias:

PROPOSICION 7 —Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Mods.
Si M es T-finitamente generado, entonces para cada N € Modr y libre
de torsion x: M ® N'—— Home(M, N} es un epimorfismo.

R

Demostracién:

Por hipétesis existe una sucesién exacta corta 0 >K—->M-—->T—>0,
con T de torsién y K finitamente generado=A partir de ella, para cada
N € Modr libre de torsién, se obtiene el siguiente diagrama conmuta-
tivo de filas exactas:

KON — MEAN — TN —0
R R B

w T
X

Homgr(K, N)* — Homg(M, N¥ —— Homg(T, N} —— 0

Como K es finitamente generado, w es epimorfismo; por ser T de
torsién y N libre de torsion, Home(T, N} = 0, asi que también A es epi-
morfismo. Por lo tanto, 7 es un epimorfismo.

CariTuLo 2
MODULOS T-FINITAMENTE PRESENTADOS

Del mismo modo que los modulos finitamente generados se caracte-
rizan por propiedades de los funtores Hom v & que definen, los médu-
los finitamente presentados han sido también caracterizados por Len-
zing. {[12]) empleando los mismos funtores. Generalizamos a continua-
cién estas propiedades para los mddulos T-finitamente presentados de-
finidos en el Capftulo 1.

2.1. CARACTERIZACION DE MODULOS T-FP POR EL FUNTOR HomM

LEMA 1.—Sea (T,F) una teoria de torsion hereditaria en Mods. Para
todo R-médulo por la derecha, M, son equivalentes:
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(1) M es T-finitamente presentado.
(2) Existe una sucesion exacta 0=->T—->N—->M—=0, donde N es fini-
tamente presentado, y T es de torsidn.

Demostracién:

(1) = (2): Si M es Tfinitamente presentado (1.1. Def, 2) existe una su-
cesién exacta 0 > K —->F-—-M— 0, con F libre de tipo finito, y K T-fini-
tamente generado. Asi pues, existe K, finitamente generado, siende K/K,
de torsion. Se puede construir un diagrama conmutativo de lineas
exactas:

0
i&o
AN
W \
0—K > F > M >0
/7
K/Ko— N

Puesto que 0 - K¢— F— N—0 es exacta corta, N es finitamente
presentado. Tomando T = K/K,, obtenemos una sucesién en las con-
diciones de (2), es decir, 0=+ K/Ki—> N—->M—0. '
{2) = (1) Supongamos que se tiene una sucesidén exacta

0->T—->N—-M-—->0

en las condiciones de (2); dado que N es finitamente presentado, existe
una sucesion exacta corta 0— K - F— N — 0, donde F es libre de tipo
finito, mientras K es finitamente generado. Podemos, en consecuencia,
construir un diagrama conmutativo con lineas exactas:

.//

r
N
L
|
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Como 0>Ty,—>F—-M-—>0 es exacta y F es libre FG, basta com-
probar que T, es T-finitamente generado. Pero la sucesién

0~-K—-Ti—T—0

es exacta con K finitamente generado y T, de torsién. Luego T, es T-FG
y M es r-finitamente presentado.

Como resultado del lema, debe notarse que si M es libre de torsién,
entonces M es T-finitamente presentado sii. M es de la forma N/t(N)
para algun médulo N finitamente presentado, siendo t el radical aso-
ciado a la teoria (T, F).

LEMA 2—S8ea (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Modr. Si M
es un R-mdédulo por la derecha libre de torsion, entonces M es limite
directo de mddulos T-finitamente presentados y libres de torsién,

Demostracién:
De acuerdo con [2], I.2.Ex.10, p. 43, M= lim X, donde {Xi}ie: es

I
un sistema directo de R-mddulos por la derecha finitamente presentados.
Sea ahora, para cada i €1, Di = X;/«(Xy); los {Di}ser forman un sistema
directo, y, por la observacion final del Lema 1, son mddulos T-finitamente
presentados y libres de torsién. Puesto que la clase de los médulos de
torsién es una clase cerrada para limites directos y M es libre de torsién,

se obtiene finalmente que M= lim D, °
i

PROPOSICION 1.-—Sea (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Mods.
Para todo M € Mod: se verifica:

{i) Si M es Tfinitamente presentado, entonces:

lim Homg(M,D,) = Homg(M, lim D\) para cualquier sistema directo,
—_— —

1 1
{Di}e: de modulos libres de torsidn,
(i) Si M es libre de torsién, es valido el reciproco de (i).
(iii) Si la clase F es cerrada para cocientes, entonces M es T-finitamente
presentado si, y sélo si, M es finitamente generado y el funtor Homg(M,—)
conserva limites directos de modulos libres de torsidn.

Demostracion:
(i) De acuerdo con el lema 1, existe una sucesién exacta

0=>T->N—-M-=0,

donde N es finitamente presentado y T, de torsién. Si {Di}:er es un sis-
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tema directo de R-mdédulos por la derecha libres de torsidn, se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas:

74
0-» lim Homg(M,Di)— lim Homg(N,Di)— lim Homg(T,D,)
-1 - -5

|
@] . v

J B l
0 — Homg(M, lim Di)— Homg(N, lim D)= Homg(T, lim Dy}
—_— R >

I 1 1
Puesto que T es de torsion, lim Homz(T,D) = 0, por lo que a es

I
un isomorfismo. Dade que N es finitamente presentado, también ¥ es
isomorhsmo; ello implica que 8 es un epimorfismo, y, por tanto, iso-
meorfismo. En consecuencia, ® es un isomorfismo.
(ii) Sea M) =0. Por el lema 2, M = Eﬂ D: para un cierto sistema

I
directo, {Di}er de R-mddulos por la derecha t-finitamente presentados
y libres de torsion. Por hipétesis se tiene : :
lim Homg(M, Dy) = Homg(M, lim Di) = Home(M, M)
Por lo tanto, 1m: M—> M se factoriza a través de algin Di del sistema
{Dh}e. Por lo tanto, la sucesién exacta O-—>M—>D10—>C—>O es escin-
dida, asf que M es un sumando directo de Dy y, resulta facil ver que
todo sumando directo de un R-médulo T-finitamente presentado es tam-
bién T-finitamente presentado.
(iii) Supongamos que M es finitamente generado, y que
lim Homg(M, D) = Homg(M, lim D)
I I
para todo sistema directo {Di}ier de R-médulos por la derecha libres de
torsién.
Como lim D; es un cociente de @ D;, lim D, sera libre de torsién,
I ! I .
ya que F es cerrada para cocientes. Se tendrd, pues, el siguiente dia-
grama conmutativo, en el que todas las flechas son isomorfismos:
lim Home(M/t(M), D)) ~— lim HomgpM, Dy)
..__I_..) : I T .
| ,
Home(M/t(M), lim D;}—> Homz{M, lim D)
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Aplicando ahora (ii) se tiene gue M/t(M) es T-FP. Puesto que M es
finitamente generado, y el radical t es exacto, dado que F es cerrada
para cocientes, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo:

0 > t(K) > t(F) > t(M) —— 0

W L
o > K. — F > M — 0

0 —> K/(K)——s F/t(F)—s M/t(M) —> 0

en donde F es libre de tipo finito. Como las dos filas de arriba son
exactas, la tercera ha de ser exacta. Ahora, para probar que M es T-fini-
tamente presentado, debemos ver que K es T-finitamente generado, y a
fin de mostrar esto uitimo, comprobaremos que K/t(K) es T-finitamente
generado, Puesto que M/t{M) es T-finitamente presentado, se podra cons-
truir el siguiente diagrama conmutativo con lineas exactas:

|

0 — S K/HK)— F/1(F) ———s M/t(M) ——> 0

con F, libre de tipo finito, y L, T-finitamente generado. De la exactitud
de 0— L—-X—F/t(F)— 0 sale que X es T-finitamente generado. Por
otra parte, la sucesiéon 0— K/t(K)—> X — F;— 0 es también exacta y
escindida; por tanto, K/t(K) es un sumando directo de X, de donde
se obtiene que K/t(K) es T-finitamente generado.
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2.2. CARACTERIZACION DE MODULOS T-FP POR EL FUNTOR &)

PROPOSICION 2.—Sea (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Modg,
cogenerada por el médulo inyectivo E. Sea & el filtro de Gabriel aso-
ciado, vy sea M un R-médulo por la derecha. Se consideran las condiciones:
{(a) M es T-hnitamente presentado.

(b) El funtor M ® — conserva productos de R-modulos por la iz

R
quierda & «divisibles.
(c) El funtor M (? — conmuta con potencias de E*

Se verifica:

1. (a) = (b).

2. Si & posee una base de ideales finitamente generados, entonces

(b) = (c). '

3. Si M es finitamente generado y Tor (M, E*) = 0, entonces (c) = (a).
Como consecuencia, si M es finitamente generado, Tor{M, E*) = 0,

y & posee una base de ideales de tipo finito, las tres condiciones son
equivalentes.

Demostracién:

1. Por el lema 1, existe una sucesién exacta 0 > T—-N—-M—>0 don-
de T es torsion y N es finitamente presentado. Sea ahora {ILi}ie: una
familia de R-médulos por la izquierda #-divisibles. Construimos el si-
guiente diagrama conmutativo de filas exactas:

T®IOL — N®IL, 5 M ® IIL, —0
R I

v @
T ® L;)———>III(1\% ® L)—Gt——ﬂlI(NJI, Q L)—0

Por ser N finitamente presentado, ¥ es un isomorfismo ([12], Satz 2,
p. 264). Como T es de torsién y los L, son &F-divisibles, TI{T @ L) =0,

luego « es también un isomorfismo.De donde 8 es un monomeorfismo,
luego @ es un isomorfismo.

2. Basta observar que E* es & -divisible, como ya se vio en la demos-
tracién de la Prop. 6, (2} = (3), en el Capitulo 1.

3. Puesto que M es finitamente generado, existe una sucesién exacta
corta 0—>K—>F-—->M—0 con F libre y finitamente generado. Podemos
construir un diagrama con filas exactas y conmutativo: ‘
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'K 6:? ('Y —>F 6}:) (E'}Y— M (? (E'}——>0

A v )
(Tor(M, E*))‘I—-)-(KJ((? E'Y — (F‘LQI:) Ef — (M Ql:)' EY—0

Por hipétesis, Tor®™M, E*) = 0; también por hipétesis ® es un iso-
morfismo, vy ¥ lo es por ser F libre de tipo finito. De aqui resulta que M
es un epimorfismo, utilizando el lema Ker-Coker. Dado que esto es
valido para todo conjunto I, la demostracién de (4) = (1) en la Prop. 6
del Capitulo 1 vale para probar en este caso, que K es T-finitamente
generado. Asi que M es T-finitamente presentado.

En el caso de que Ia teoria de torsion (T, F) corresponda a una topo-
logia de Gabriel perfecta (ver, para este concepto, [18): Ch. XL3, pp.
230 y ss.), se pueden caracterizar los médulos T-Anitamente presentados
mediante el anillo de cocientes, Rgs :

PROPOSICION 3.—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modp,
con una topologia de Gabriel asociada, &, perfecta, Para todo M€ Modn
y finitamente generado, son equivalentes:

(1) M es T-finitamente presentado.

(2} El funtor M (::) — conserva productos de R-médulos por la iz-

quierda & -divisibles.

(3) El morfismo candnico M ® Rﬁr——)(M RS es un isomorfismo
para todo conjunto I.

{4) El morfismo candnico M %) R}——) {M @ R es un isomorfismo
para I = M X R

Demostracion:

(1) = (2) es la parte 1. de la Prop. 2.

(2)=(3) es consecuencia de ser Ry .F-divisible ([18], Ch. XI, Prop. 34,
(g), p. 231).

(3} = (4) es trivial. :

(4) = (1): Puesto que M es finitamente generado, existe una sucesién
exacta corta 0—>K->F->M->0 con F libre de tipo finito. Dado que
R-es plano —~[18], Ch. XI, Prop. 3.4 (h)—, podemos aplicar [4], Lem.
1.1 y- 1.2 para deducir que existe Ko c K, tal que K, es finitamente ge-
nerado y (K/Ko) @ Ryi 0.-[_).8 aqu‘i,‘ K/K, es de_ torsién por [18], Ch.
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XI, Prop. 34. {f), p. 231. De este modo, K es T-finitamente generado,
asi que M es T-finitamente presentado.

Comeo al final del Capitulo 1, terminamos ahora con la caracteriza-
cién de médulos T-Anitamente presentados correspondiente a la de los
moédulos T-finitamente generados de la Prop. 7 del Capitulo 1, y que,
como ésta, generaliza los resultados de [17].

PROPOSICION 4.—Sea (T, ¥) una teoria de torsidén hereditaria en Modg.
Para todo R-mddulo por la derecha, M, finitamente generado, son equi-
valentes:

{1} M es T-finitamente presentado.
(2 El homomorfismo natural ©: M & N'———— Homa(M, N} es un
R

isomorfismo para todo R-mddulo por la derecha, N, libre de torsién.

Demostracion:

{13 = (2). Por ser M finitamente generado, sabemos ya que T es un
epimorfismo —Prop. 7 del Cap. 1—. Ahora, por hipdtesis, existe una
sucesién exacta 0—>T—L->M->0 con T de torsién y L, finitamente
presentado. Sea N un R-mdédulo por la derecha libre de torsién. Se ob-
tiene un diagrama conmutativo de filas exactas:

T N——L® N——M® N —>0
R R R

Home(T, N} ——> Homz(L, N} —s Homs(M, N} —> 0

De acuerde con [17], Lem. 2.1, p. 178, w es un isomorfismo, al ser L

finitamente presentado. Como Homg(T,N) =0, v es un isomorfismo.
De esto se deduce que < es también isomorfismo.
{(2) = (1) Por ser M finitamente generado, existe una sucesidén exacta
0-»>K—-»F->M—0 con F, libre de tipo finito. Hemos de probar que
K es Tfinitamente generado. Con este fin, consideramos la familia di-
recta de los submddulos finitamente generados de K, {Li}:er. Para cada
i €1, tomamos N; = K/L;; la familia {N;}ie: forma un sistema directo
con las proyecciones py: Ni— Nj para i< j. .

Sea ahora E un cogenerador inyectivoe de la. teoria de torsiéon (T, F),
y escojamos t€1; sea J ={i€I/t < i} vy sea C un productoc de copias
de E, indicado por J. En virtud-de [17], Lem. 2.9, p. 181, se tiene:
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lim Homge(Nj, C¥ = Ker (M & C'— Homg{M, C¥) = 0,
R

1

puesto que C es inyectivo y libre de torsién y M es finitamente generado.

Dado que lo que hemos de demostrar es que algiin N; es de torsidn,
razonaremos por reduccién al absurdo y supondremos que, para cada
j€I, Ny no es de torsién. Por tanto, para todo j€J, Homr(N;, E)s£0,
de manera que, por el axioma de eleccién, se puede tomar, para cada j,
ay: N;j— E, con oy 0. Como py: Ni— N; es un epimorfismo, o; pys£0.
Asi, para todo j €], se tiene f; € Homg(Ns, E), con ;0. Por ser Q/Z
un cogenerador inyectivo de la categoria de grupos abelianos, existira,
para cada j, g Home(N:, E)— Q/Z, tal que gi(f;)==0. Los g; inducen
g= <g>: J@ Homg(N;, E)— Q/Z. Podemos encontrar, va que Q/Z es

inyective, un morfismo a: II Homx(N:, E)— Q/Z cuya restriccién a
J
?9 Homg(N:, E) sea g. A través del isomorfismo natural
III Homg{N:, E) = Homg{N;, 1;1 E) = Homg{N:, C)

podernos considerar el morfismo a perteneciente a Homg(N,, C}". Como
lim Homg(N;, CY = 0, a debe hacerse 0 en algiin Homg(Nj, C). Es de-

J
cir, a p't‘; = 0. Ahora, si gt E—C es la inmersién correspondiente -al
indice j, g; a5 Ny— C, luego « p:;(qj a;) = 0. Entonces, 0 = a(q; ; py) =
= alg; f;) = glq; §) = g(f;)== 0, por construccién, lo gue proporciona
la contradiccion que se buscaba.

CarfTUuLO 3

ANILLOS TNOETHERIANOS

3.1. DEFINICION Y EJEMPLOS DE ANILLOS t-NOETHERIANOS

Anillos y méddulos T-noetherianos —siendo (T, F) una teoria de torsién
hereditaria— han sido estudiados por diversos autores, entre ellos,
Stenstrom ([18]), Sandomierski ([16]) y Golan {([8]). Un médulo T-noe-
theriano se define como un mdédule, M, tal que el modulo de cocientes,
M; respecto a la topologia de Gabriel & asociada a (T, F) es un objeto
noetheriano en la categoria de Grothendieck Mod<{R, &} de los mddu-
los &Fcerrados. Stenstrém ([18]) demuestra que esta definicién equivale
a que todo submdédule de M sea T-finitamente generado. Por otra parte,
el anillo R se llama T-noetheriano si, considerado como R-mddulo por
la derecha, es T-noetheriano. En tal caso, la teorfa de torsidn (1, F) posee
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un cogenerador inyectivo, E, que es E-inyectivo ([18], Ch. XIII, Prop.
2.4, p. 264).

Es inmediato ver que a clase de los R-mddulos por la derecha T-noe-
therianos es cerrada para submddulos, extensiones y cocientes ([18],
Ch. XIII, Ex. 4, p. 271). En lo que sigue, pretendemos caracterizar los
anillos Tnoetherianos, utilizando para ello los resultados de los capi-
tulos precedentes.

PROPOSICION {—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modax.
R es T-noetheriano si, y sélo si, todo R-modulo por la derecha finita-
mente generado es T-finitamente presentado.

Demostracion:

Si R es T-noetheriano, todo médulo libre de tipo finito es T-noe-
theriano; asi, si M € Modr es finitamente generado, la sucesién exacta
0— K-> F—M— 0 con F libre de tipo finito, cumple que K es T-finita-
mente generado; luego M es T-finitamente presentado.

Reciprocamente, supongamos que todo médulo finitamente genera-
do es T-finitamente presentado. Sea I un ideal por la derecha; construi-
mos la sucesién exacta 0> 1 —=R—=R/I—=0. R/l es T-finitamente pre-
sentado, por hipdtesis; ahora, una demostracién semejante a la del final
del apartado (iii) de 1a Prop. 1 del Capitulo anterior prueba que I es
T-initamente generado.

Consideramos a continuacién algunos ejemplos:

1) Sea R un anillo, v consideremos la teoria de torsién hereditaria en
Modr que corresponde a la topologia de Goldie. Sea, ahora, (T, F) una
teoria de torsién hereditaria en Modr mas fuerte que la de Goldie. Son
equivalentes:

(i} R es T-noetheriano.

(ii) La topologia & correspondiente a (T, F) posee una base de ideales
de tipo finito.

(ili}  Re es semisimple.

(iv) R no contiene ninguna familia independiente de ideales por la
derecha libres de torsién ([20], Th. 3.1, p. 104).

2) SeaR= Z(p) @ Z,- el anillo definido en el ejemplo 6 de 1.1. R no
es noetheriano, pero si (T, F) es una teoria de torsion hereditaria en
Modg, con T50, R es T-noetheriano, puesto que 0 @ Z;- es el unico
ideal no finitamente generado; y, como ya se vio, es de torsién y, por
tanto, T-finitamente generado.
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3) Un anillo conmutativo, R, se llama localmente noetheriano: cuando
para todo ideal primo, p, se verifica que Rp es noetheriano. Por ejem-
plo, sea R un anillo conmutativo absolutamente plano y no remisimple;
entonces R es localmente noetheriano, aunque no noetheriano.

Sea R localmente noetheriano y sea & un conjunto finito de ideales
primos de R. En [18] Ch. VL.6.6, p. 151, se define una topologia de Gabriel.

F =N F o= {lIVI)Nng =2}

F  pF P
en donde es V(I) = {pESLA{R)|T E p}
y Fp={1lpg WD)}

& p corresponde a una teoria de torsiém, (T, F), tal que un R-mddulo,
M, es de torsién sii. &l moédulo de fracciones Mp = M[S™] =0, para
todo p, con S = R — p. De la Prop. 4.5. de Ch. XIII de [18], p. 267, se
deduce que R es T-noetheriano.

4) Otros ejemplos se obtienen del siguiente resultado:

PROPOSICION 2.—Sea {T, F) una teoria de torsion hereditaria en Modg,
tal que la clase F es cerrada para cocientes, y sea t el radical asociado
a la teorfa. Se verifica que R es T-noetheriano si, y solo si, R/t(R) es
noetheriano.

Demostracién:

En efecto: R T-noetheriano <> todo ideal por la derecha I, es T-finita-
mente generado <= para todo ideal por la derecha, I, T 4+ t{R)/t(R) ==
= [/t(I) es T-finitamente generado <= para todo ideal por la derecha,
I, ha de ser I + t{R)/{R) finitamente generado —Proposicion 1, Cap. 1—
<= todo ideal por la derecha de R/t(R) es finitamente generado <>
<= R/t(R) es noetheriano.

Ahora: sea R un anillo no noetheriano, y sea S un anillo noetheriano
no nulo. Se considera RXS = A, y sea e = (1,0), que es un idempotente
central. De acuerdo con el ejemplo VI.2.2. de [18], p. 140, e define una
teoria de torsidn, (T, F), centralmente escindida, de manera que, si t es
el radical asociado a la misma, t{M) = Me, para cada M € Mod,. Como
F es cerrada para cocientes —ya que serd F = {M/Me = 0}— y t(A) =
= Ae =R, de la Prop. 2 resulta que A es T-noetheriano. Pero A no es
noetheriano, por no serlo R.
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3.2, CARACTERIZACIONES DE LOS ANILLOS T-NOETHERIANOS

Parte de las caracterizaciones de los anillos T-noetherianos que se dan
en este apartado son ya conocidas, pero aqui se prueban de manera
muy simple a partir de los resultados de los dos primeros capitulos.
Indicaremos previamente que si o« es un cardinal, un R-médulo M se
ilama a-generado cuando M posee un sistema de generadores, S, tal que
card(S) < a. Por otro lado, un R-médulo M es a-presentado cuando
existe una sucesién exacta 0= K-»F->M—=0 con F libre, y siendo
K v F a-generados.

PROPOSICION 3.—Sea (T, F) una teoria de torsidn hereditaria en Modg.
Sea ¥ una clase de R-médulos por la derecha que contiene una familia
de cogeneradores inyectivos de la teoria dada y con € cerrada para su-
mas directas numerables. Para M € Modr se verifica entonces: si M es
finitamente generado y u-presentado, y para cada CE€% se tiene
Ext. (M, C) = 0, entonces M es T-finitamente presentado.

Demostracién:

En efecto: puesto que M es finitamente generado, existe una suce-
sion exacta 0> K —>F—=>M—>0, donde F es libre de tipo finito. Como
M es xu,-presentado, K ha de ser xr-generado, en virtud del lema de Scha-
nuel. Por esta razon, K puede expresarse como unién de una cadena

numerable de submédulos finitamente generados, K = U K.. Ya que
ngN

tratamos de probar que K es T-finitamente generado, bastara ver que
K/K, es de torsién para algin n€ N. Emplearemos para ello la reduc-
cién al absurde y supondremos que K/K.s=t(K/K,) para todo n€N.

Por lo tanto, para cada n € N, existe algiin médulo inyectivo, E. €€,
y fu: K/Ku— Es, con f:540. Si ahora p.: K—>K/Ka. es la proyecciéon
natural, sea g» = fu 0 pa: X — E,; también g.5£ 0, para todo n.

Los g. inducen {g.}: K—)E E., y, para cada x €K, g.(x) =0, para
casi todo n, por ser K = UNKn. Asf pues, la imagen de {g.} estd en

ng

® E., y podemos considerar {g.} = g: K—® E..
N
Construimos el diagrama conmutativo de filas exactas:

1
;@ Homg(M,E») — €NB Homg(F,E.)— ? Home(K.E.:)— ? Exta(M,E.)

1y n ]
1
HomR(M,EB E.)— HomR(F,? En)— Homg(K,Gz E.)—> Exte(M,® E.)
N
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Por hipotesis, Exta(M,E.) =0, y Ex-t;('M,(-B E.) = 0, por lo que los
N
dos términos de la derecha son 0. Por otra parte, » y u son isomorfis-
mos, ya que M y F son finitamente generados. En consecuencia, © es
también un isomorfismo. Asi, dado que g € Homg(K,® E.) y que g =
N

= {g.}, se tiene que gz = 0 para casi todo n € N. Pero esto contradice
el hecho antes establecido de que go<40 para todo n, y esta contra-
diccion prueba la proposicién.

PROPOSICION 4.—Sea (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Mods,
y sea ¥ una clase de R-médulos por la derecha que es cerrada para
sumas directas numerables y que contiene una familia de cogenerado-
res inyectivos de la teoria (T, F). Si para todo mddulo ciclico M € Mode
y todo C € ¥ se tiene que Ext (M, C) = 0, entonces el anillo R es T-noe-
theriano.

Demostracion:

Teniendo en cuenta [8], Prop. 14.5, (1) <= (2), p. 131, para probar
que R es 1-noetheriano bastard con ver que, dada cualquier cadena nu-
merable , € LS ... S kS oouuunnn. de ideales por la derecha, y siendo
I= Y L, existe algun k tal que I/Ix es de torsién. Ahora bien: a partir
de la sucesién exacta 0= I-»R— R/I— 0 y del hecho de que I = LJ In
podemos reconstruir la demostracién de la proposicién 3 para obtener
que algin ¥/I; es de torsién, ya que Ext.(R/I,C)=0, por hipétesis,
para todo CE#. ' |

COROLARIO 1.-~Sea % una clase de R-médulos por la derecha que con-
tiene una familia de cogeneradores inyectivos de Modr y que es cerrada
_para sumas directas numerables. Sea M € Modr y finitamente generado.
8i M es ¥rpresentado y Ext((M,C) =0, para todo C€ ¥, entonces M
es finitamente presentado. ' | :

Demostracién:

Basta apliéai‘ 15, Prop. 3 a la teoria de torsién trivial (0, Modg).

COROLARIO 2—Sea % una clase de R-mddulos por la derecha que
contiene una familia de cogeneradores inyectivos y que es cerrada para
sumas directas numerables. Si-para todo M € Mode ciclico y #rpresen-
tado se tiene Ext‘(M C)= 0 para todo C €%, entonces R es noetherla

no por la derecha.
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Demaostracion:

Bastara con probar que todo ideal xr-generado es finitamente gene-
rado. Asi, sea I un ideal por la derecha xegenerado; R/I serd w-presen-
tado y ciclico, de modo que, por el Cor. 1, R/I es finitamente presen-
tado. Por el lema de Schanuel, 1 es finitamente generado.

Para introducir el Corolario siguiente recordaremos que un R-mé-
dulo, M, se llama Z-inyectivo cuando M es un médulo inyectivo para
todo conjunto I.

COROLARIO 3 (Cartan-Eilenberg-Bass).—Sea (T,F) una teorfa de torsion
hereditaria en Modgr cogenerada por el médulo inyectivo E. Son equi-
valentes:

{1} R es T-noetheriano.

(2) Todo limite directo de inyectivos libres de torsién es inyectivo.
(3) Toda suma directa de inyectivos libres de torsion es inyectivo.
{4) Toda suma directa numerable de inyectivos libres de torsién es
inyectivo.

(5) E es Z-inyectivo.

(6) E™ es inyectivo.

Demostracion:

2)=(3), A)=(4), (3)=(5), (5)=(6), (4)=(6) son triviales.

{(1)=(2): Dado que, por hipétesis, Re-es un objeto noetheriano de la
categoria cociente Mod<{R, #)} v es un generador en dicha categoria,
tenemos que Mod-(R, &) es localmente noetheriana. Puesto que en una
categoria localmente noetheriana todo limite directo de objetos inyec-
tivos es inyectivo, (2) se obtiene utilizando el hecho de que el funtor
de inclusién i: Mod<{R, # ) — Modg conserva, en este caso, limites directos.
(6)=(1): Tomamos € = {EM™M} E® es, por hipotesis, inyectivo y co-
generador de la teorfa de torsién (T, F). Como para todo R-médule por
la derecha ciclico, M, se tiene Ext (M, E™) =0, por la Prop. 4 se ob-
tiene que R es T-noetheriano.

COROLARIO 4 ([18], Ch. XIII, Ex. 9, p. 271)—Sea (T,F) la teoria de
torsién de Goldie sobre Modg. R es T-noetheriano si, y sélo si, todo li-
mite directo de R-méddulos por la derecha no singulares e inyectivos
es inyectivo.

Demostracién:

No es mas que la equivalencia (1) <= (2) del Cor. 3.



166 : J. Martinez y J. L. Garcia

COROLARIO 5.-—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modz
tal que R es libre de torsion. 8i R es T-noetheriano, entonces se satis-
face la condicién de cadena ascendente sobre anuladores por la derecha.

Demostracion:

En efecto, sea E un cogenerador inyectivo de la teoria de torsién
hereditaria {T, F). Por la Prop. 2.1. del Cap. XIII de [18], p. 263, y te-
niendo en cuenta [18], Ch. IX, Prop. 4.6, p. 208, se verifica la condicién
de cadena ascendente sobre ideales que son anuladores por la derecha
de subconjuntos de E. Como R es libre de torsién, R estd cogenerado
por E, de donde todo anulador por la derecha de un subconjunto de R es
anulador de un subconjunto de E; por lo tanto, se cumple la condicién
de cadena ascendente sobre anuladores de subconjuntos de R.

COROLARIO 6 ({18], Ch. XIII, Ex. 8, p. 271).—Sea (T, F) una tecria de
torsién hereditaria en Mods. R es T-noetheriano si, y sélo si, todo R-
modulo por la derecha libre de torsién y FP-inyectivo es inyectivo.

Demostraciéon:

Sea R Tnoetheriano, y sea C FP-inyectivo y libre de torsion. Para
que C sea inyectivo, basta que cumpla para todo M € Modz fnitamente
generado, Ext;(M,C) = 0. Pero si M es finitamente generado, sera
t-finitamente presentado. Luego por el Lema 1 de 2.1. existe una sucesion
exacta 0 T—-N—-M—0 con N finitamente presentado y T de tor-
sién. Esta proporciona una sucesion exacta ‘

...—> Homg(T, C} — Ext} (M, C) —-> Ext} (N, C)—>...

y los dos extremos son 0, por ser T de torsién y N finitamente presentado.

Reciprocamente: sea % la clase de los R-médulos por la derecha
FP-inyectivos y libres de torsién. ¥ cumple las condiciones de la Pro-
posicién 4, y para todo M € Modz se verifica Ext}(M, C) = 0, para todo
C€¥. Luego R es T-noetheriano.

En [5] se define la nocién de médulo a-inyectivo para un cardinal
a2 2: M es e-inyectivo si Ext, (R/I, M) = 0 para todo ideal I o’-gene-
rado con &' <e.

COROLARIO 7—Sea (T, F) una teoria de torsién hereditaria en Modas.
R es T-noetheriano si, y s6lo si, todo R-médulo por la derecha x-inyec-
tivo y libre de torsidn es inyectivo.



Sobre condiciones de finitud v teorias de torsion 167

Demaostracion:

Lo mismo que en el Cor. 6, es facil ver que si R es T-noetherla.no v
C es nrinyectivo y libre de torsion, Ext,(M, C) = 0 para todo M € Modx
ciclico, ya que, por hipétesis, Ext} (N, C) = 0 para todo N ciclico y fini-
tamente presentado. El reciproco se obtiene tomando como clase ¥ la
de los R-mddulos por la derecha srinyectivos y libres de torsion.

Terminamos el Capitulo con algunas consideraciones acerca del caso
en que la clase libre de torsién, F, es cerrada para cocientes.

LEMA.—Sea (T,F) una teoria de torsién hereditaria en Modr tal que
la clase ¥ es cerrada para cocientes. Entonces la familia {E(S))} et de
envolturas inyectivas de un conjunto de representantes de las clases de
isomorfismo de los R-mddulos simples y libres de torsién es una fami-
lia de cogeneradores inyectivos de la teoria de torsion (T, F). Ademas,
€B E(S;) es un cogenerador de la claSe F.

Demostramén.

Hay que demostrar que M € Modk es de torsién sii. Homg(M,E(5:))=0,
para todo i€ 1. Para ello, supongamos que M no es de torsién: enton-
ces M contiene un submédule ciclico, C, que no es de torsién; sea t el
radical asociado a la teoria (T, F): de modo analogo a [18], Ch. 1, Lema
6.8, p. 21, se demuestra que C contiene un submédulo X, maximal en-
tre los submédulos % C y que contienen a t(C); entonces C/X es sim-
ple y libre de torsion, por ser F cerrada para cocientes. Asi, la proyec-
cion C— C/X da un morfismo no nulo de M en E(C/X) por la inyec-
tividad de éste. Luego Homp(M, E(S:)) < 0, para algin i€ L.

La ultima parte del lema es inmediata: como 1;[ E(S,) cogenera a la

clase F y, a su vez, esti cogenerado por € E(S;), este tlltimo cogenera a F.
I

PROPOSICION 5.—8ea (T, F) una tecria de torsion hereditaria en Modg
tal que la clase F es cerrada para cocientes. R es 1-noetheriano si, y sélo
si, todo R-méduloe inyectivo y libre de torsién es suma directa de submé-
dulos indescomponibles.

Demostracion:

[18], Ch. XIII, Prop. 2.6, p. 265, proporciona una de las dos implica-
ciones. Para la reciproca vale una demostracién analoga a la de [1],
Th. 25.6, pp. 291-292, d}= a).

PROPOSICION 6.—Sea (T, F) una teoria de torsion hereditaria en Modg
tal que la clase F es cerrada para cocientes. R es T-noetheriano si, y solo
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si, toda suma directa (numerable) de envolturas inyectivas de R-modulos
por la derecha simples y libres de torsién es inyectiva.

Demostracion:

{1)= (3) del Cor. 3 da la primera implicacién. Para la reciproca, sea
% la clase de todas las sumas directas (sumas directas numerables) de
envolturas inyectivas de un conjunto de representantes de los mddulos
simples libres de torsién. Por el lema anterior, % contiene una familia de
cogeneradores inyectivos de (T, F) y es cerrada para sumas directas nu-
-merables. Por la Prop. 4, y dado que Ext (M, E(S:)) =0, para todo
M € Mods, se obtiene que R es T-noetheriano.

COROLARIO ([11], Th. 24, p. 379}.—Un anillo R es noetheriano por la
derecha si, y solo si, toda suma directa (suma directa numerable) de
envolturas inyectivas de modulos por la derecha simples es inyectiva.

Demostracidn:

Es la Prop. 6 para la teoria de torsién (0, Mode).



Sobre condiciones de finitud v teorias de torsidn 169

—_

N
Wby

o
e

18.
19.

20.

Swee No & W

BIBLIOGRAFTA

?1%:_)?1;1)280& F. W, vy FuLLer, K. R., Rings and cafegories of modules, Springer
Bourgaki, N., Commutative Algebra, Addison-Wesley (1972),

535021_?;’@61;) R., «Rings which have flat injective modules», J. of Algebra, 35, 239-
CoLBY, R. R, y RuTTER, E. A, «aflat and mprojective modules», Arch. Math.,
23, 246251 (1971).

ExLor, P, v SaBBacH, G, «Model.completions and modules», Ann. of Math.
Logic, 2, 251-295 (1971).

FartH, C., Algebra II: Ring Theory, Springer (1976).

FossuM, R. M.; GriFrITH, P. A, y REmEN, 1., «Trivial extensions of abelian
categories», Lec, Notes in Math., 456, Springer (1975).

Goran, I., Localization of noncommutative rings, Dekker (1975}

GoopeARL, K. R., Ring Theory, Nousingular rings and modules, Dekker (1976).
HerpeN, G., «The latice of arbitrary torsion classes for Mod-R», Comm. in Al-
gebra, 8, 1469-1492 (1980),

KursHAN, R. P., «Rings whose cyclic modules have finitely generated socless,
J. of Algebra, 15, 376-386 (1970).

Lenzing, H., «Endlich présentierbare Moduln», Arch. Math., 20, 262-266 (1969).
Mirrer, R. W.; TePLY, M. L., «On flatness relative to a torsion theory» Comm.
in Algebra, 6, 1037-1071 (1978).

NasTasescy, C., «Conditiones de finitude pour les modules», Rev. Roum. Math.
Pures et Appl., 24, T45-758 (1979).

Osorsky, B, L., «A generalization of quasi-Frobenius rings», J. of Algebra, 4,
373-387 (1966).

SANDOMIERSKI, F., «Semisimple maximal quotient ringss, Trans. Amer. Math.
Soc., 128, 112-120 (1967).

SKLIARENKO, E. G., «Pure and finitely presentable modules, duality homomor-
ll:)élés(rrllg_l_g)nd the coherence property of a rings, Math. USSR Sbornik, 34, 173
SteENsTRCOM, B., Rings of quotients, Springer (1975).

WALKER, C.; WALKER, E., «Quotient categories and rings of quotients». Rocky
Mountain J. Math., 2, 513-555 (1972). ]

ZELMANOWITZ, J. M., «Semisimple rings of quotients», Bull Austral, Math. Soc.,
19, 97-115 (1978).



UNIVERSIDAD DE
MURCIA




