anales de psicologia
2008, vol. 24, n° 2 (diciembre), 201-212

© Copyright 2008: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Murcia. Murcia (Espafia)

ISSN edicion impresa: 0212-9728. ISSN edicion web (www.um.es/analesps): 1695-2294
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Me sobran cuatro y no sé qué hacer con ellos.
Un estudio sobre los problemas de divisién con resto en alumnos de 1° de ESO

M? Oliva Lago", Purificacién Rodriguez, lleana Enesco, Laura Jiménez y Cristina Dopico

Universidad Complutense de Madrid

Resumen: Los problemas de division con resto son especialmente com-
plejos, como han mostrado numerosos estudios. El objetivo de esta inves-
tigacién era establecer si las dificultades de los estudiantes procedian de
una representacion inicial inapropiada o de una interpretacién inadecuada
de las respuestas numéricas. También querfamos determinar si los tipos de
resto se podian agrupar en dos bloques, dependiendo de que la respuesta
correspondiese ditectamente a los términos de la divisién o no. Evaluamos
49 estudiantes de secundaria con una edad media de 12 afios;10 meses. Los
participantes resolvieron problemas de Grupos Iguales Partitivos y de Me-
dida con cuatro Tipos de Resto: Resto-no-Divisible, Resto-Divisible, Re-
sto-Resultado y Reajustar-Cociente-Incrementindolo-Parcialmente. Nues-
tros datos mostraron que: (a) la eleccion de la division como procedimien-
to de resolucién fue muy elevada en ambos Modelos de Divisién, aunque
los problemas Partitivos fueron mads faciles que los de Medida; (b) el por-
centaje de interpretaciones correctas fue superior a los encontrados en
otras investigaciones; y (c) cuando la respuesta consistia en el cociente o el
resto el éxito fue superior que cuando habia que Reajustar-Cociente-
Incrementandolo-Parcialmente. Para finalizar, la principal dificultad de los
estudiantes al resolver estos problemas parece girar en torno a la represen-
tacion inicial deficitaria del problema.

Palabras clave: Problemas de divisién con resto; divisién partitiva; divi-
si6n de medida; problemas de Grupos Iguales; tipos de resto.

Title: I have four left and don’t know what to do with them. A study on division
with remainder problems in 1 of ESO pupils.

Abstract: Division-With-Remainder problems are particularly complex as
suggested in many works. The aim of the present research was to establish
whether students’ difficulties in these problems came from an inadequate
initial representation or from an inadequate final interpretation of the nu-
merical answers. We also wanted to determine whether types of remain-
ders could be grouped into two blocks depending on whether the answer
was directly matched to one of the terms of the division or not. To this
end, we tested forty-nine secondary students with a mean age of 12 years
and 10 months. The participants solved Partitive and Quotitive Equal-
Groups problems involving four Types of Remainder: Remainder-Not-
Divisible, Remainder-Divisible, Remainder-as-the-Result, and Readjusted-
Quotient-by-Partial-Increments. Our data showed that: (a) although the
selection of division as the resolution procedure was very high in both
Models of Division, Partitive problems were easier than Quotitive ones;
(b) the percentage of correct interpretations was higher than the percent-
ages reported in other researches; and (c) success in problems whose an-
swers were the quotient or the remainder was higher than in Readjusted-
Quotient-by-Partial-Increments problems. To conclude, the main diffi-
culty of students when solving Division-With-Remainder problems seems
to be in the inadequate initial representation of the problem.

Key words: Division-with-remainder problems; partitive division; quoti-
tive division; Equal Groups problems; types of remainder.

Introduccion

En los ultimos afios ha habido una amplia publicidad de los
resultados de los informes internacionales (p.c., PISA. Pro-
grama para la Evaluaciéon Internacional de los Alumnos,
2006), en los que se aprecia que el rendimiento de nuestros
alumnos en la asignatura de matematicas es inferior al de
otros paises. Indudablemente son multiples los factores res-
ponsables de este resultado, entre los que cabe mencionar,
por cjemplo, las diferentes actitudes hacia la educacién, la
presién social, la importancia que se le otorga en el curricu-
lum y uno de los mas importantes: gué se entiende por aprender
matemdticas. En relacién con este ultimo, los movimientos de
reforma de ensefianza de las matematicas han enfatizado rei-
teradamente la necesidad de que los estudiantes adquieran
habilidades y actitudes de razonamiento y de resolucién de
problemas matematicos, asi como la aplicacion de tales des-
trezas a situaciones de la vida real (p.e., Anghileri, Beishuizen
y Van Putten, 2002; Gravemeijer, 2001; Nacional Council of
Teachers of Mathematics — NCTM—2000; Van den Heuvel-
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Panhuizen, 2005; Verschaffel, De Corte, Lasure, Van Vaere-
bergh, Bogaerts y Ratinckx, 1999). Aprender matemiiticas im-
plicarfa algo mas que dotar a los estudiantes de una colec-
cién de procedimientos para realizar calculos, aprender ma-
tematicas supondria aprender modos de pensar, lo que conlleva-
rfa crear entornos educativos que brinden a los alumnos la
oportunidad de construir ideas, expresatlas con simbolos
matematicos, justificarlas al compartitlas con los demas y
transferirlas a situaciones nuevas (ver, por ejemplo, Carpen-
ter, Franke y Levy, 2003; De Corte, Verschaffel y Masui,
2004).

En estas evaluaciones a gran escala (dentro y entre pai-
ses) se han empleado, entre otras cosas, problemas no ruti-
narios complejos que expresado en términos de Mayer
(2003) son problemas para los que los alumnos “no conocen
inmediatamente un procedimiento de soluciéon” (p. 71). En
otras palabras, mientras que los problemas rutinarios pueden
ser representados directamente por una operacién aritmética
(p-e., Un autobus militar puede transportar 36 soldados. Si
hay que trasladar a 1116 soldados al centro de entrenamien-
to, ¢cuantos autobuses se necesitan?, la respuesta es 1116 +
36 = 31 autobuses), en los problemas no-rutinarios el resul-
tado de la operaciéon aritmética tiene que ser considerado
como una aproximacion o tiene que ajustarse, dependiendo
de la situacién descrita en el problema (p.e., Un autobuds mi-
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litar puede transportar 36 soldados. Si hay que trasladar a
1128 soldados al centro de entrenamiento, ¢cudntos autobu-
ses se necesitan? La respuesta correcta no es 31.3 autobuses,
sino 32 autobuses para poder trasladar también a los 12 sol-
dados del resto). Los problemas no rutinarios han sido utili-
zados también para evaluar programas de mejora de la ense-
flanza-aprendizaje de las matematicas (por ejemplo, el CLIA
de De Corte, Verschaffel y Masui, 2004) y para crear entor-
nos de aprendizaje que fomenten el pensamiento y la resolu-
ci6én de problemas (ver, por ejemplo, Verschatfel ¢z al., 1999;
Verschaffel, Greer y De Corte, 2000). Aunque en ambos ca-
sos y en lineas generales, los rendimientos de los alumnos
han sido pobres, recientemente el modelo CLIA parece
mostrar diferencias a favor de los grupos entrenados en re-
solucién de problemas, comparados con los que no habian
recibido entrenamiento.

Uno de los problemas habituales en todos estos estudios
son los de divisién con resto, cuyos resultados han sido per-
sistentemente pobres ya desde el afio 1983 (Nacional As-
sessment of Educational Progress) en que se destacaron
como particularmente complicados. En efecto, una peculia-
ridad de los problemas de divisién con resto, como el que
aparece en el parrafo anterior, consiste en que si bien los es-
tudiantes no tienen dificultades para establecer que la divi-
sién es el procedimiento de resolucién correcto, tienden a
responder incorrectamente 31.3 autobuses porque no inter-
pretan la respuesta numérica en términos de la situacion del
problema.

Ademas, los problemas de divisién con resto no sélo
merecen ser estudiados por la dificultad que plantean a los
estudiantes en numerosas evaluaciones, sino porque al tra-
tarse de problemas complejos exigen poner en marcha un
conjunto de procesos de resolucion. En concreto, De Corte,
Verschaffel y Masui (2004), préximos al planteamiento de
Polya (1952), diferencian los siguientes pasos: (1) construir
una representacion mental del problema, (2) decidir cémo
resolverlo, (3) ejecutar los calculos necesarios, (4) interpretar
el resultado y formular una respuesta y (5) evaluar la solu-
cién. Estos pasos no son secuenciales, sino circulares, y aun-
que los procesos cognitivos se presentan ordenados, la reso-
lucién de problemas suele conllevar iteraciones (ver, por
ejemplo, Mayer, 2003; Verschaffel, Greer y De Corte, 2000).
Evidentemente, la resolucién de cualquier problema aritmé-
tico conlleva la aplicacién de esos mismos procesos, pero
debido a las demandas escolares las respuestas correctas en
los problemas rutinarios no implican necesatiamente su apli-
cacién, sino que pueden ser el resultado de una ejecucion
mecanica propiciada por la familiaridad. Es el caso, por
ejemplo, de los problemas de adicién de cambio (p.e., “Juan
tiene 5 canicas y su amiga Beatriz le ha regalado 7 canicas
mas, Jjcuantas canicas tiene Juan ahora?”), que resultan muy
sencillos para los nifios. Sin embargo, cuando los problemas
de adicién se formulan en términos de comparacién, aunque
exigen la misma competencia de célculo, los rendimientos
son muy bajos (p.e., “Beatriz tiene 5 canicas y Juan tiene 7
canicas mas que ella, scudntas canicas tiene Juanr”) (p.e.,
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Bermejo, Lago y Rodriguez, 1994; Carpenter y Moser, 1984;
Lago y Rodriguez, 1999; Lago, Rodriguez, Dopico y Lozano,
2001). Esta disparidad se ha atribuido a que la resolucion de
problemas en el contexto escolar se ha relegado a una mera
funcién de practica de las operaciones aritméticas recién
aprendidas. De modo similar, cuando los estudiantes resuel-
ven problemas de divisién sin resto y con un numero entero
como resultado, el rendimiento suele ser elevado, pero no
cuando tienen que elaborar la respuesta teniendo en cuenta
si es 0 no posible extraer decimales o si es necesario incor-
porar el resto a la solucién. En efecto, uno de los beneficios
de los estudios sobre los problemas de divisién con resto es
que han puesto de manifiesto las grandes lagunas de los es-
tudiantes para poner adecuadamente en marcha el mencio-
nado proceso de resolucién de problemas aritméticos. Como
sefialan Treffers, Moor y Feijs (1989, citado por Gravemei-
jer, 1997) la interpretacion del resto depende de la situacion
en que ha de usarse el resultado de la division. Afiaden que
una enseflanza formal del resto ajena a sus aplicaciones, no
permitira a los estudiantes acceder a las multiples interpreta-
ciones del mismo. Igualmente, no basta con que se familiari-
cen con las diferentes interpretaciones, sino que deben
aprender a “afinat” la interpretacion del resto de acuerdo
con la situacién del problema, pero ¢por qué no lo hacenr,
¢por qué ofrecen respuestas alejadas del mundo real?

Tratando de desentrafar las dificultades de los pro-
blemas de divisiéon con resto: algunas propuestas
explicativas

La explicacién no es sencilla, numerosos autores sugie-
ren que el fracaso de los estudiantes procede del hecho de
que no interpretan correctamente los resultados numéricos,
ya sea porque: (a) no aplican el conocimiento cotidiano a la
hora de interpretar la respuesta, (b) no ofrecen interpreta-
cién alguna del resultado y/o describen simplemente el pro-
cedimiento seguido para hallar la solucién y (c) ignoran el
nivel de realismo permitido en sus interpretaciones dentro
del contexto escolar (ver, por ejemplo, Cai y Silver, 1995;
Cooper, 1992; Cooper y Harries, 2002; English, 1998; En-
glish y Halford, 1995; Gravemeijer, 1997, Greer, 1993;
Greer, Verschaffel y De Corte, 2002; Li y Silver, 2000; Palm,
2008; Schoenfeld, 1991; Silver, Mukhopadhyay y Gabriele,
1992; Silver, Shapiro y Deutsch, 1993).

Silver y colaboradores propusieron un modelo hipotético
referido a la ejecucion correcta e incorrecta de los estudian-
tes al resolver problemas de divisién con tresto en los que la
respuesta era el cociente incrementado, como ocurria en el
ejemplo de los autobuses presentado anteriormente (p.e., Cai
y Silver, 1995; Li y Silver, 2000; Silver ez a/., 1993). Una de las
asunciones basicas que subyacia tanto al modelo de éxito
como al de fracaso era la representacién inicial adecuada de
los problemas, lo que posibilitaba la identificacién de proce-
dimientos algoritmos apropiados. No obstante, los estudian-
tes que se comportaban de acuerdo al modelo de éxito re-
gresaban a la representacion inicial de la historia o situacién
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descrita en el enunciado del problema (ver, Kintsch, 19806)
para interpretar la respuesta numérica, mientras que los es-
tudiantes que fracasaban no volvian a dicha representacién
inicial de problema, lo que les impedia interpretar correcta-
mente la respuesta numérica. En este planteamiento, el éxito
sélo era posible tras la vuelta a la representacion inicial de la
historia o situacién descrita en el enunciado del problema.
Desde nuestro punto de vista, los estudiantes pueden encon-
trar los procedimientos de resolucién correctos por multi-
ples rutas, que no implican necesariamente representaciones
iniciales adecuadas de los problemas de divisiéon con resto.
Expresado en otros términos, algunos estudiantes podrian
construir representaciones iniciales del problema inadecua-
das y/o incompletas a partir de aspectos supetficiales del
texto tales como el orden de las cantidades, palabras o ex-
presiones clave o incluso a partir de la familiaridad del pro-
blema, sin que eso les impidiese llegar a la solucion algorit-
mica apropiada. Estas estrategias superficiales (ver, por
ejemplo, Lester, Garofalo y Kroll, 1989; Palm, 2008; Sarrazy,
2002; Verschaffel y De Corte, 1997; Verschaffel, Greer y De
Corte, 2000) cuestionarfan la asignaciéon de una representa-
cion inicial subyacente siempre apropiada y ofrecerfan una
explicacion alternativa de las interpretaciones inapropiadas o
de la ausencia de interpretaciones de las respuestas numéri-
cas. Esto es, las respuestas numéricas sin sentido podtian ser
entendidas como el resultado de una representacion inicial
deficiente que determina la interpretacion final inadecuada o
la falta de interpretacién y no como el resultado de que los
estudiantes no vuelven a la representacion inicial de la histo-
ria o situacion descrita en el enunciado del problema. Asi-
mismo, las respuestas de los estudiantes basadas en la selec-
ci6én de un algoritmo incorrecto, excluidas tanto del modelo
de éxito como del de fracaso, pueden ser tenidas en cuenta
dentro de esta aproximacion. La incorporacién de diferentes
tipos de Situaciones de Divisién (p.e., problemas de Cozzpa-
racion: “Luis ha leido 14 libros, casi 5 veces mas libros que
Ana. Cuando Ana termine el libro que estd leyendo scuantos
libros habra leido?”) en el estudio de los problemas de divi-
sién con resto nos ha permitido observar en un estudio an-
terior (Rodriguez, Lago, Hernandez, Jiménez, Guerrero y
Caballero, en prensa) que la eleccién de los procedimientos
de resolucién correctos no era ni tan automdtica ni tan co-
rrecta como se venia defendiendo en los trabajos basados en
problemas de division con resto de Grupos Iguales (p.c., el
problema anteriormente citado de los autobuses) (p.e., Cai 'y
Silver, 1995; Li y Silver, 2000; Silver e# al., 1993). La repre-
sentacion inicial inadecuada de los problemas se puso de
manifiesto en: (1) la ausencia de éxito al resolver los proble-
mas de divisiéon con resto de Comparacién, que ni siquiera
fueron identificados como problemas de division, (2) el ele-
vado porcentaje de interpretaciones basadas en la informa-
cion supetficial de los problemas y (3) en el alto porcentaje
de participantes que mostraron dificultades con los decima-
les.

Estudios empiricos

En general, los estudios sobre los problemas de divisién
con resto convergen en tres aspectos. En primer lugar, giran
en torno al significado y el tamafio del resto, asi como el
contexto en que son resueltos los problemas (p.e., Coopet y
Harries, 2002; DeFranco y Curcio, 1997; Silver e/ al., 1992;
Silver et al., 1993; Treffers, Moot y Feijs, 1989). Por ejemplo,
Silver et al. (1992) encontraron que los diferentes Tipos de
Resto no entrafiaban la misma dificultad. En concreto, estos
autores plantearon a los participantes un unico problema
con varias preguntas referidas a distintos Tipos de Resto en
un formato de eleccién mdltiple. Los resultados indicaron
que los estudiantes tresolvian mejor la pregunta en la que
habfa que contestar con el resto de la division (“El profesor
de ciencias de la Marie Curie School ha recibido 730 ranas.
Las ranas se introduciran en dep6sitos. En cada depésito ca-
ben 50 ranas. Si todos los depo6sitos estan llenos de ranas,
¢cuantas ranas sobraran?” p. 33), seguida en orden de difi-
cultad creciente por la pregunta relativa al cociente (ie.,
¢Cuantos depdsitos se pueden llenar completamente con las
ranas?”’ p. 33) y finalmente por aquella en la que se requetia
la modificacién del cociente incrementandolo (ze., “;Cuan-
tos depédsitos se necesitan para guardar todas las ranase”
p-33). Sin embargo, este orden de dificultad no era perma-
nente sino que cambiaba dependiendo del orden de presen-
tacién de los distintos Tipos de Resto, en el sentido de que
la ejecucién mejoraba cuando cualquiera de estas preguntas
iba precedida por las otras dos.

Asimismo, Silver et al. (1993) encontraron que el tamafio
del resto no desempefiaba un papel importante en las inter-
pretaciones de los estudiantes cuando tenfan que resolver
problemas cuya respuesta era el resto incrementado. Aunque
en este estudio pidieron a los participantes explicitamente
que interpretaran la respuesta numérica, sélo un tercio de
ellos fueron capaces de hacerlo adecuadamente, el 9% die-
ron interpretaciones inadecuadas y mas de la mitad omitia la
interpretacion.

Finalmente, Cooper y Harries (2002), DeFranco y Curcio
(1997) y Palm (2008) observaron que el rendimiento de los
alumnos mejoraba considerablemente cuando los problemas
se enmarcaban en contextos de la vida real y no en contex-
tos escolares, mas restrictivos.

En segundo lugar, otro elemento comun en los trabajos
sobre los problemas de division con resto se refiere a que se
formulan como problemas de Grupos Ignales (i.e., se divide la
cantidad total por el nimero de elementos que hay en cada
grupo para hallar el nimero de grupos que se pueden for-
mar), sin tener en cuenta otras situaciones de divisién como,
por ejemplo, las de Comparaciin (i.e., las relaciones entre dos
cantidades se describen en términos de cudntas veces es ma-
yor una que la otra) que son mucho mas complicadas, hasta
el punto de que los alumnos no se dan cuenta de que tam-
bién se trata de un problema de divisiéon, como ya hemos
mencionado anteriormente (vet, por ejemplo, Dopico, 2001;
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Lago y Rodriguez, 1999, para una clasificacién de los pro-
blemas de division).

En tercer y altimo lugar, emplean problemas de medida y
tan solo en alguna ocasién problemas partitives (p.c., Davis,
1989; Treffers e al., 1989; Verschaffel y De Corte, 1997). En
la divisién de medida se establece cuantas veces una cantidad
dada esta contenida en otra mayor (p.c., “Un autobus de la
armada puede trasladar a 36 soldados. Si tenemos que trasla-
dar 1128 soldados a su lugar de entrenamiento, scuantos au-
tobuses necesitamosr?”). En la divisién partitiva, que se co-
noce comunmente como la aproximacién del reparto, se
forma un numero dado de grupos equivalentes para deter-
minar el numero de cada grupo (p.e., “1128 soldados tienen
que ser trasladados a su lugar de entrenamiento, si hay 31
autobuses ¢cuantos soldados tendremos que meter en cada
autobus para que puedan ser trasladados todos a la vezr”).
Es decir, en los problemas de medida los estudiantes tienen
que determinar el nimero de conjuntos equivalentes que se
pueden formar, mientras que en los partitivos tienen que es-
tablecer el tamafio de los conjuntos equivalentes (ver, por
ejemplo, Lago, Rodriguez, Zamora, y Madrofio, 1999). Aun-
que la diferenciacion de estos dos Modelos de Division se
considera til para crear un marco analitico de investigacion,
ambos modelos deben converger en algin momento del
proceso de enseflanza-aprendizaje para que los estudiantes
apliquen esta habilidad a la divisién de fracciones, decimales,
expresiones algebraicas (ver, por ejemplo, Moyer, 2000;
Treffers, Moor y Feijs, 1989, citado por Gravemeijer, 1997).
Desde nuestro punto de vista, si la enseflanza de la division
hace hincapié unicamente en el modelo partitivo, y nunca o
casi nunca en el de medida, cuando se introducen otras pro-
piedades de la divisién, como la relacién de divisibilidad en
la que necesariamente se ha de aludir al modelo de medida,
los estudiantes dificilmente entenderan que se trata de una
propiedad de la divisién y procederan a almacenar estos co-
nocimientos de forma separada sin establecer relaciones, di-
ficultando el acceso a un concepto de division mas amplio e
integrado.

La informacién sobre la dificultad relativa de ambos
Modelos de Divisioén es heterogénea: (a) algunos autores de-
fienden que los problemas de medida son mas sencillos (p.c.,
Sato, 1984, citado por Brown, 1992; Zweng, 1964); (b) otros
encuentran que lo son los problemas partitivos (p.c., Correa,
Nunes y Bryant, 1998; Fischbein, Deri, Nello y Marino,
1985; Neuman, 1999); (c) otros advierten que no existen di-
ferencias entre ambos modelos de divisién, aunque sugieren
que cualquiera de estos modelos se puede convertir en el
mas asequible para los nifios dependiendo de las condiciones
de las tareas (p.e., Brown, 1992; Squire y Bryant, 2002,
2003). En general, estos datos proceden de investigaciones
con nifios a los que aun no se les ha enseflado a dividir, de
hecho, como destacan Lago, Rodriguez, Zamora y Madrofio
(1999), cuando ya han recibido instruccion formal sobre la
division, los estudiantes de 12 y 13 afios sentian preferencia
por uno de los Modelos de Division. En efecto, en una tarea
de plantear problemas, optaron por enunciar problemas par-
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titivos (92.6 % y 89.6% de los ensayos, respectivamente en
cada edad), que eran los mas comunes en los libros de texto
y los que habfan practicado con frecuencia en el aula.

En resumen, las investigaciones precedentes con partici-
pantes de un amplio rango de edad ponen de manifiesto que
no existe consenso respecto a la secuencia evolutiva en la
adquisicién de los dos Modelos de Division, ni en qué medi-
da el sistema educativo ha de poner mas énfasis en uno u
otro, ni tampoco cémo han de ser secuenciados en el proce-
so de ensefianza-aprendizaje. Sin embargo, si parece existir
un cierto consenso en que a partir de una determinada edad
ambos modelos tienen que ser igual de asequibles a los estu-
diantes. Por ejemplo, Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985)
establecieron que alrededor de los 14 6 15 afios el rendi-
miento en el modelo de medida se equiparaba al del modelo
partitivo.

Objetivos y planteamiento de este estudio

El objetivo del presente estudio era doble. En primer lu-
gar, establecer si los participantes podian resolver los dife-
rentes problemas de divisién con resto con independencia
del Modelo de Division subyacente. En este trabajo plan-
teamos que, al tratarse de problemas formulados en térmi-
nos de Grupos Iguales, la resolucién incorrecta no procedera:
(a) de la incapacidad para interpretar las respuestas numéri-
cas cuando explicitamente se les pedia que lo hiciesen, ni
tampoco (b) de la seleccion y ejecucion de un algoritmo in-
apropiado de resolucién. Por tanto, la resolucién incorrecta
de los problemas puede tener su origen en una representa-
cién inicial inadecuada, basada en la aplicacién de estrategias
superficiales como la busqueda de semejanzas con otros
problemas que conocen mejor y en los que son expertos (ze.,
Grupos Iguales planteados en términos partitivos) y las ex-
presiones clave. Este andlisis superficial, no permitirfa al
alumno advertir las demandas del problema como sacar o no
decimales, identificar si la respuesta era o no el cociente o fi-
nalmente, si se ha de incrementar o no el tamafio del cocien-
te. De ahi que si el rendimiento de los estudiantes de 1° de
ESO desciende en los problemas de Medida en contraste
con los Partitivos y este descenso no se debe a diferencias en
la seleccién del algoritmo de solucién apropiado, ni tampoco
a la cuantifa de las interpretaciones realizadas, entonces se
pondria en tela de juicio la explicacién cominmente acepta-
da de que los alumnos siempre construyen una representa-
ci6on inicial del problema adecuada que les permite seleccio-
nar la divisién como procedimiento de resolucién y que fra-
casan porque no interpretan la respuesta numérica. Desde
nuestro punto de vista, el conocimiento del mundo real no
s6lo es necesatio, de manera particular, para interpretar la
respuesta numérica final, sino para dar sentido a todo el pro-
ceso de resolucion del problema en general.

El segundo objetivo consistia en determinar el orden de
dificultad de los Tipos de Resto. En concreto, hemos anali-
zado cuatro tipos: (1) Resto No Divisible —-RND- (un pro-
blema de “sélo-cociente” conforme a Silver y sus colabora-
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dores), (2) Resto Divisible —RD- (incluimos problemas RD,
que no habfan sido previamente examinados en la literatura
sobre los problemas de divisién con resto, para establecer si
los participantes llevaban a cabo un uso diferencial de los
decimales, puesto que estos problemas conllevan la posibili-
dad de realizar una divisién exacta mediante un cociente de-
cimal), (3) el Resultado es el Resto -RR—(un problema de
“sélo resto” de acuerdo con Silver y sus colaboradores) y (4)
Reajustar el Cociente Incrementindolo Parcialmente —
RCIP—(un problema de “cociente-incrementado” expresa-
do en términos de Silver y sus colaboradores).

Silver y colaboradores establecieron el siguiente orden de
dificultad: (1) RR, (2) RND y (3) RCIP, sin embargo, en este
estudio hemos planteado que los problemas RND, RD y RR
implicaran el mismo grado de dificultad, ya que son proble-
mas inherentemente rutinarios (ze., las respuestas se encuen-
tran en uno de los términos de la divisién). Por el contrario,
la respuesta a los problemas RCIP no se encuentra en el co-
ciente o el resto de la division, sino que procede de la inte-
gracién de ambos o de la modificacién del cociente con o
sin decimales, siendo por tanto mas dificiles. Ademas, los
decimales plantean una dificultad afiadida porque los estu-
diantes pueden asumir errébneamente que 31.3 autobuses es
equivalente a 31 autobuses completos y 1/3 de otro, en vez
de 31 autobuses completos y 3/10 de otro.

Método

Participantes

Participaron en esta investigaciéon 49 alumnos de 1° de
E.S.O., de un colegio de nivel sociocultural medio-alto.
Veinticuatro participantes resolvieron Problemas de Divi-
sién con Resto Partitivos (M = 12;10 afios, abarcando un
rango de edad entre los 12;5 a los 13;4 afios) y 25 estudiantes
(M = 12;10 afios, con un rango de edad comprendido entre
los 12;5 y los 13;3 afios) solucionaron Problemas de Division
con Resto de Medida.

Material y procedimiento

Las pruebas fueron administradas colectivamente por los
investigadores durante las horas lectivas del centro.

El material consistfa en dos cuadernillos de 6 paginas (la
primera mostraba el ejemplo y las restantes dos problemas
cada una), que se entregaron a los estudiantes de acuerdo
con el grupo al que fueron asignados.

Los estudiantes disponfan de una hora para resolver los
problemas, en el orden que deseasen, y tenian la posibilidad
de releer los enunciados y sus respuestas las veces que con-
siderasen oportuno. Ademas, se instruy6 a los participantes
para que siempre interpretasen sus calculos numéricos, evi-
tando asi que decidiesen no hacerlo por falta de informacion
explicita al respecto. Para asegurarnos de que comprendian
las instrucciones, al comienzo se les proporcionaba un ejem-

plo resuelto de un problema aritmético, ajeno a la division,
para mostrar interpretaciones apropiadas e inapropiadas. En
cada problema disponian de dos recuadros, uno para ejecu-
tar los calculos numéricos y otro para interpretar la respuesta
numérica. Ademas, los diferentes Problemas de Division con
Resto se presentaron como problemas independientes y no
como un unico problema con multiples preguntas relaciona-
das, como venia siendo habitual en las investigaciones pre-
cedentes. Solo mediante este procedimiento se podia llegar a
alcanzar los objetivos de este estudio, sobre todo en lo que
se refiere a las dificultades de los estudiantes a la hora de
construir una representacién inicial adecuada de los proble-
mas.

Los problemas diferfan en cuanto al Modelo de Division
que implicaban (ie., Partitivo ss. Medida), pero tenian en
comun: (a) el Tipo de Situacién de Divisién (ie., problemas
de Grupos Iguales) y (b) los cuatro Tipos de Resto: (1) Resto
No Divisible (RND), (2) Resto Divisible (RD), (3) Respuesta
Resto (RR) y (4) Reajustar el Cociente Incrementandolo Par-
cialmente (RCIP). Cada participante resolvié dos ensayos de
cada tipo de problema, resultando un total de 10, dos de los
cuales eran problemas de multiplicaciéon que actuaban como
distractores. La Tabla 1 recoge uno de los ensayos utilizados
en cada uno de los Modelos de Divisién, en los diferentes
tipos de resto.

El orden de presentacién de los problemas se determind
al azar y se mantuvo constante para todos los participantes.

En cuanto al tamafio de las cantidades, a pesar del nivel
escolar de los estudiantes, hemos utilizado divisiones con
dos digitos en el dividendo y uno en el divisor con objeto de
reducir las demandas de ejecucion inherentes a los calculos
(p-e., 42+8, 31+2).

Finalmente, las respuestas se consideraron correctas sélo
cuando los computos numéricos y las interpretaciones eran
apropiados (s6lo los problemas RCIP admiten mas de una
respuesta valida). Con respecto al computo numérico, la se-
leccién de la division se catalogaba como correcta si, ademads
de resolverla sin errores, la presencia o no de decimales era
pertinente a las demandas del problema. En concreto, cuan-
do extrafan decimales en los problemas RND, RR o RCIP,
las respuestas fueron codificadas como incorrectas porque se
pedia a los participantes que resolvieran problemas (en los
que las cantidades tenfan un determinado significado) y no
algoritmos (con elementos meramente abstractos). De la
misma manera, en los problemas RD, las tepuestas fueron
codificadas como incorrectas cuando no extrafan decimales
en la divisiéon. Por dltimo, en aquellos ensayos en los que re-
currfan a procedimientos alternativos a la divisién, sélo fue-
ron codificados como correctos cuando eran ejecutados sin
errores.

Por lo que se refiere a las interpretaciones, se analizaron
las respuestas de los estudiantes teniendo en cuenta las cate-
gorias establecidas en un trabajo previo (ver, Rodriguez ez 4/,
en prensa): (1) interpretaciones centradas en el algoritmo, (2)
interpretaciones centradas en el problema y (3) interpreta-
ciones centradas en el algoritmo y en el problema. La prime-
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ra categorfa consistia en la descripciéon del algoritmo, proba-
blemente debido a que consideraban el enunciado del pro-
blema como un mero soporte de las cantidades o de los tér-
minos imprescindibles para resolver el problema, y a que so-

Mz Oliva Lago etal.

brevaloran la respuesta numérica como una respuesta in-
herentemente valida (p.e., “He dividido el nimero de alum-
nos entre el nimero de equipos”). Todas las interpretaciones
de esta categoria fueron consideradas incorrectas.

Tabla 1: Ejemplos de los problemas presentados en cada Modelo de Divisién segin los Tipos de Resto.

Problemas Partitivos

Problemas de Medida

RND

RCIP

El abuelo de Juan ha regalado una caja con 26 globos a
sus 6 nietos para que se los repartan de forma que todos
tengan el mismo nimero de globos. ¢Cuantos globos le
tocaran a cada uno de sus nietos?

En la pizzetfa de mi barrio han preparado 21 kilos de ma-
sa para hacer pizzas. Con toda la masa han hecho 6 pizzas
de tamafo mediano. ¢Cudnta masa han utilizado para
hacer cada una?

Es la fiesta de mi colegio y los 35 alumnos de 2° de ESO
han celebrado una olimpiada deportiva con 4 equipos. Si
todos los equipos tienen el mismo niumero de alumnos,
¢cudntos equipos podran tener suplentes?

Este fin de semana vamos a ir 19 amigos a montar en las
barcas del Retiro. Si solamente hay 4 barcas, scuantos ten-
dremos que subir a cada barca para montar todos a la vez?

Mi primo Pedro y su madre van a preparar zumo para su fiesta
de cumpleafios. Han comprado 13 kilos de naranjas. Tienen va-
rias botellas iguales y saben que para llenar cada una de ellas ne-
cesitan 3 kilos de naranjas. ¢Cudntas de esas botellas pueden lle-
nar con los 13 kilos?

Un coche de carreras va a competir en una prueba de 31 kiléme-
tros. Si con cada litro de gasolina puede recorrer 2 kilémetros,
¢cuantos litros de gasolina necesita para completar la carrera?

En la tienda de golosinas de mi amiga Paula tenemos que em-
bolsar 17 caramelos. En cada bolsa podemos meter por lo me-
nos 5 caramelos. ¢En cudntas bolsas podremos meter un cara-
melo mas?

Los 34 niflos y nifias de 1° de ESO de mi colegio estin en el
Parque de Atracciones y tienen que hacer grupos para entrar. Si
en cada grupo puede haber 6 nifios como maximo, ¢cuintos

grupos se tienen que formar?

Las interpretaciones centradas en el problema eran res-
puestas que hacfan alusién a: (a) la informacién estructural
del problema (p.e., “Se dividen los kilos con los que entran
en cada una”) y (b) aquellas que procedian del procesamien-
to superficial del enunciado lo que les lleva a omitir parte de
la informacién (p.e., “He dividido los 17 caramelos que te-
nemos que embolsar entre los 5 caramelos que podemos
meter por lo menos en cada una. 3,4 bolsas — el cociente--
que podemos meter un caramelo mas”). En el primer caso
las respuestas fueron codificadas como correctas y en el se-
gundo como incorrectas.

Por ultimo, las interpretaciones centradas en el algoritmo
y en el problema establecian una conexién explicita entre la
respuesta numérica y la informacién estructural del proble-
ma (p.c., “He dividido 13 entre 3 para ver cudntos grupos de
3 kilos hay en 13 kilos, y pueden llenar 4 botellas”). Estas in-
terpretaciones siempre fueron codificadas como correctas.

Analisis y discusion de resultados

El ANOVA mixto 2 (Modelo de Division: Partitivo »s. Me-
dida) * 4 (Tipos de Resto: RND »s. RD 25. RR 25. RCIP), con
medidas repetidas en el dltimo factor, indicé que eran signi-
ficativos los efectos principales de los factores Modelo de
Divisién (F(1,47) = 15.503, p < .01, np? = 0.25) y Tipos de
Resto (F(3,141) = 7.249, p < .01, n,?> = 0.134) (ver Tabla 2).
La interaccion de estos dos factores no fue significativa.
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Tabla 2: Medias y Desviaciones Tipicas (entre paréntesis) de las respuestas
correctas en los Modelos de Division, segun los Tipos de Resto.

Partitivo Medida
RD 1.63 1.20
(0.58) 0.82)
RR 1.71 1.08
(0.55) 0.91)
RND 1.63 1.20
(0.65) 0.87)
RCIP 1.33 0.52
(0.82) (0.65)

La puntuaciéon maxima posible es 2.00

Por lo que respecta al Modelo de Divisién, conforme a
lo esperado, los participantes no mostraron dificultades para
identificar la division como el procedimiento de resolucién
correcto, aunque los problemas planteados en términos Par-
titivos (M = 1.57, SD = 0.65) fueron globalmente mas senci-
llos que los de Medida (M = 1, SD = 0.81) (ver Tablas 2 y
3). En general, este resultado coincide parcialmente con lo
encontrado por otros autores (p.e., Cooper y Harris, 2003;
English y Halford, 1995; Greer, Verschaffel y De Corte,
2002; Li y Silver, 2000; Silver e al., 1993), en el sentido de
que las dificultades de los participantes no radicaban en la
eleccion del algoritmo de division. No obstante, en los pro-
blemas de Medida el rendimiento descendia debido, en pri-
mer lugar, al uso incorrecto de los decimales (32% de los en-
sayos, ver Tabla 3). Expresado en otros términos, extrafan
decimales en los problemas RND, RCIP, RR y no en los
problemas RD. Estos errores no pueden explicarse por la
naturaleza de las cantidades, ya que eran muy semejantes en
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ambos Modelos de Divisién y, sin embargo, sélo influian
negativamente en el rendimiento de los problemas de Medi-
da. En concreto, el 52% de los participantes que resolvieron
estos problemas mostraron dificultades con los decimales
debido a: (1) una ejecucion errénea consistente (z.e., 40% de
los participantes) porque siempre (ie., 24% de los nifios) o
nunca (%e., 16% de los nifios) extrafan decimales a lo largo de
los ocho ensayos y (2) una ejecucién errénea inconsistente
(z.e., 12% de los participantes), ya que en 3 6 4 de los 8 ensa-
yos extrafan decimales donde no era indicado y no los ex-
trafan donde sf lo era. Ademas, estos comportamientos indi-
caban que los participantes que sistematicamente extrafan
decimales podrian estar obteniendo falsos positivos en RD,
mientras que los que no extrafan decimales sistematicamente
podrian estar obteniendo falsos positivos en RND, RR y
RCIP. Este tipo de dificultades con los decimales también se
observé en el hecho de que el 20% de los estudiantes que
resolvieron los problemas de Medida interpretaron, en algu-
na ocasion, explicitamente la parte decimal aunque sélo dos
lo hicieron correctamente cuando equivalia a 0.5 (i.¢., hacfan
referencia a “/a mitad’ de otra unidad). Por ejemplo, en el
problema RND que figura en la Tabla 1 un estudiante res-
pondié: “Podemos lenar 4 botellas y 1/3 de otra botella porgue te-
nemos 13 kilos y necesito 3 para llenar una botella, me sobra 1y leno
4, entonces con el que me queda leno 1/3 de otra botella”, pero la
respuesta cortrecta era 4 botellas y en todo caso 3/10 de otra.
Del mismo modo, en el problema RCIP que también apare-
ce reflejado en la Tabla 1, otro participante después de reali-
zar la operacién 346 y obtener el resultado 5.6 ofrecio la si-
guiente interpretacion: “Para ballar los grupos habria que dividir
los nitios entre los nirios que caben en un grupo. Habria que formar 5
grupos (i.e., la parte entera del cociente) y repartir 6 entre ellos
(z.e., la parte decimal del cociente)”.

Tabla 3: Porcentaje de ensayos de los computos numéricos y las interpreta-
ciones correspondientes a los Modelos de Division.

Partitivo Medida
RESPUESTAS NUMERICAS
Dividen - correcto 84.4 57
Dividen - incorrecto 3.6 5
Dividen - incorrecto por los decimales 6.2 32
No dividen - correcto 3.2 2.5
No divide - incorrecto 2.6 3.5
INTERPRETACIONES
Centrado en el algoritmo 3.1 1.5
Centrado en el problema - correcto 0.5 2.5
Centrado en el problema - incorrecto 14.1 39.5
Centrado en el algoritmo-problema 79.7 56.5
Otras incorrectas 2.6 -

En segundo lugar, los datos del Modelo de Medida pu-
sieron de relieve que el 20% de los participantes, en los pro-
blemas RR, tendian a confundir el cociente y el resto de la
divisién. Por ejemplo: “He dividido los 17 caramelos entre los 5
para ballar en cudntas bolsas podemos meter un caramelo ms, sélo en
3 bolsas (i.e., el cociente)”. Este comportamiento no responde
a una representacion adecuada del problema, sino a una re-
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presentacion superficial que permitia a los estudiantes identi-
ficar la division como el procedimiento de resolucién y una
vez hecho esto, sélo quedaba responder con el elemento
convencional, esto es, “el cociente”. Sin embargo, con inde-
pendencia del Modelo de Divisiéon subyacente a los proble-
mas, los participantes identificaban sin ningin género de
dudas el cociente en el algoritmo y también el resto, aunque
no siempre supieron responder con uno u otro dependiendo
de las demandas de los problemas de medida. Ademis, a es-
ta edad, los errores no son atribuibles al desconocimiento
del significado o a la relacién entre los términos de una divi-
sién.

En cuanto a las interpretaciones de las respuestas numé-
ricas, diversos autores han sugerido que las dificultades para
responder correctamente a los problemas de divisiéon con re-
sto procedian de que la mayorfa de los participantes no in-
terpretaban la respuesta numérica o daban interpretaciones
sin sentido en el mundo real (p.e., Cai y Silver, 1995; Coo-
per, 1992; Greer, 1993; Silver ¢z al., 1993). Sin embargo, en el
presente estudio todos los estudiantes explicaron la respues-
ta numérica y tan sélo en el 3.13% de los ensayos en el Mo-
delo Partitivo y en el 1.5% en el Modelo de Medida eran
respuestas en las que se limitaban a describir el algoritmo.
Ademas, los datos obtenidos indicaron que el porcentaje de
interpretaciones correctas en ambos Modelos de Divisién
fue elevado, especialmente en el Modelo Partitivo (e,
80.21% 5. 59% de los ensayos, respectivamente para los
problemas partitivos y de medida). Por ejemplo, en uno de
los problemas RND del Modelo Partitivo (Ze., “A mi clase
han llegado 31 libros nuevos y hay 8 nifios que quieren leet-
los. El profesor de lengua les ha dicho que pueden llevarse-
los a casa, con la condicién de que ningun nifio se lleve mas
libros que sus compafieros. ¢Cuantos libros podra llevarse
cada nifio a casar”) ningin participante respondié “3.85 /-
bros”. Los alumnos no extrafan decimales sino que respondi-
an apropiadamente, por ejemplo: “Que cada uno se lleve 3 libros
y que los gue sobren se los lleven otros dias o que los lea el profesor si es
gue le da tiempo”. En la misma linea, el 83.3% de los estudian-
tes no extrajeron decimales en el otro ensayo del problema
RND del Modelo Partitivo que figura en la Tabla 1, siendo
su respuesta habitual: 4 globos y sobran 2”. Este resultado
concordaba con los hallados por Rodriguez e7 al. (en prensa),
Greer (1993), Reusser y Stebler (1997) y Palm (2008), pero
no con los obtenidos por Verschaffel ez al. (1994) y Yoshida,
Verschaffel y De Corte (1997) (ver Tabla 4). Asimismo, en
los problemas RCIP encontramos un elevado nivel de éxito
en el Modelo Partitivo (66.7% de los ensayos) y lo atribui-
mos al hecho de que en nuestro pafs los estudiantes estin
mas familiarizados con este modelo. Sin embargo, el porcen-
taje descendfa notablemente en el Modelo de Medida (24%
de los ensayos), situdndose préximo a los porcentajes encon-
trados por Silver ez al. (1993) y por Cai y Silver (1995), si bien
en el caso de estos estudios los participantes estaban mads
familiarizados con el modelo de Medida (ver Tabla 4).
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Tabla 4: Porcentaje de tespuestas categorizadas como realistas en diferentes
estudios en un problema RND partitivo y otro RCIP de medida.

RND RCIP
partitivo medida
Reusser & Stebler (1997) 75 49
Verschaffel ez al. (1994) 59 49
Yoshida e al. (1997) 52 62
Palm (2008) 67 63
Cai y Silver (1995) - 20
Greer (1993) 85 63
Silver ez al. (1993) - 333
Rodriguez ef al. (en prensa) 88 ---
Lago et al. 83.3 24

En general, las interpretaciones inadecuadas proliferaron
en el modelo de Medida, en especial, la que consistia en omi-
tir parte de la informacién del enunciado (ze., 39.5% de los
ensayos) (ver Tabla 3). Un ejemplo de este tipo de interpre-
taciones lo encontramos en el problema de Medida RD de la
Tabla 1 en el que uno de los alumnos apunté: “He dividido los
kildmetros que se dan entre los kilometros que hace cada litro y los que
mee da son los litros de gasolina que necesita, pero en el resto le sobra un
kildmetro”. Esta respuesta era obviamente incorrecta porque
al coche le faltarfa gasolina para completar la carrera, tal y co-
mo se especifica en el enunciado del problema. En contra-
posicion, en los problemas RD del Modelo Partitivo la re-
presentacion inicial adecuada les permitia responder correc-
tamente, por ejemplo, en el problema de la Tabla 1: “Pues he
dividido 21 Kg de masa entre las 6 pizzas que habian becho. Si divi-
dimos como lo he hecho yo nos dard 3°5 kg que es la porcion de masa
de cada pizza”.

Las respuestas de los estudiantes también mostraron que
la aplicaciéon de procedimientos de resolucion correctos solia
ir acompafiada de interpretaciones corfrectas y esto se puso
claramente de manifiesto, tanto si consideramos el factor
Modelo de Divisién como los Tipos de Resto (ver Tablas 3 y
4). En concreto, encontramos interpretaciones correctas en
el 75.52% de los ensayos correctos de division en el Modelo
Partitivo y en el 58% de los ensayos correctos de division en
el Modelo de Medida (ver Tabla 3). Por ejemplo, en el pro-
blema RCIP de Medida que aparece en la Tabla 1 uno de los
participantes, después de dividir 34+6 y obtener 5 de cocien-
te y 4 de resto realizo la siguiente interpretacion: “He dividido
los nisios de la clase entre los que podian entrar en cada grupo de
maximo y el resultado lo he sumado con 1 -- grupo -- de los cuatro
que me han dado de resto para que un grupo vaya con cuatro_y los de-
mas con 6. También, a modo de ejemplo, uno de los estu-
diantes que resolvié los problemas partitivos indico lo si-
guiente en el problema RCIP de la Tabla 1 después de divi-
dir 19+4 y obtener 4 de cociente y 3 de resto: “He dividido los
amigos entre las barcas y entran 4 nifios en cada barca_y sobran 3 en-
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tonces irdn 5 ninos en cada barca pero en una de ellas irdn 4 perso-
nas”.

En resumen, hasta aqui los datos parecen indicar que los
participantes de este estudio tenfan un concepto de la divi-
sion fundamentalmente Partitivo. Por ese motivo, cuando se
enfrentaron a problemas de Medida el rendimiento descen-
di6 notablemente. En este caso, pueden haber suplido la fal-
ta de familiaridad con estos problemas llevando a cabo un
andlisis superficial del enunciado que los conducia a buscar
semejanzas con otros problemas, probablemente los Partiti-
vos. A pesar de que identificaban correctamente el algoritmo
de resolucién, la representacién construida a partir de ele-
mentos supetficiales no les ha permitido tener en cuenta as-
pectos esenciales de la informacién contenida en el enuncia-
do, cometiendo errores tales como: (1) extraer indebidamen-
te decimales en los problemas RND, RCIP y RR, y no en los
problemas RD, con las consiguientes interpretaciones inco-
rrectas del resultado numérico, (2) responder con el cociente
en lugar del resto en los problemas RR y (3) ofrecer explica-
ciones incorrectas centradas en el problema en RCIP.

En cuanto al factor Tipos de Resto (ver Tabla 5), anali-
zamos si el orden de dificultad de los Tipos de Resto se co-
rrespondia con el propuesto por Silver ef al. (1992) (ie., (1)
RR, (2) RND vy (3) RCIP, respectivamente de menor a ma-
yor dificultad) o el encontrado en Rodriguez ez a/. (en prensa;
ver también Lago, Rodriguez, Hernandez y Jiménez, 2005)
(z.e, (1) RD, RND, RR y (2) RCIP). El anlisis de las compa-
raciones multiples mostré que sélo habfa contrastes signifi-
cativos entre RCIP (M = 1.33, SD = 0.82) y los otros Tipos
de Resto (M = 1.63,SD = 0.58; M = 1.71,SD = 0.55y M =
1.63, SD = 0.65, respectivamente en RD, RR y RND) (p <
.01, en todos los casos). Este resultado pone de manifiesto
que los problemas RD, RR y RND formaban un bloque cla-
ramente diferenciado de los problemas RCIP, coincidiendo
con los resultados de Rodriguez ¢f al. (en prensa). El hecho
de que los problemas RND, RD y RR se identificasen facil-
mente como problemas de divisién, que la respuesta fuese el
cociente o el resto y que tuviesen el mismo grado de dificul-
tad sugiere que se trata de problemas inherentemente rutina-
rios. Igualmente, estos resultados parecen indicar que los
problemas RCIP, que los estudiantes también identificaron
facilmente como problemas de division, fueron “rutiniza-
dos”. De acuerdo con Mayer (2003), aunque estos proble-
mas pudieran tener demandas diferentes a las de un proble-
ma rutinario (Ze., division exacta), si el alumno no las percibe
como tales respondera a ellos como si se tratase de un pro-
blema rutinario. Por lo tanto, como defendian Rodriguez ez
al. (en prensa) parece mas apropiado hablar de las dificulta-
des de los problemas RCIP que de los problemas de division
con resto en general.
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Tabla 5: Porcentaje de ensayos de las respuestas numéricos y las interpretaciones en los difetentes Tipos de Resto.
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RD RR RND RCIP
RESPUESTAS NUMERICAS
Dividen - correcto 70.4 72.4 74.5 64.3
Dividen - incorrecto 3.1 2 5.1 7.1
Dividen — incorrecto por los decimales 22.4 13.3 20.4 21.4
No dividen - correcto - 8.2 e 3
No dividen - incorrecto 4.1 4.1 - 4.1
INTERPRETACIONES
Centrado en el algoritmo 3.1 3.1 2 1
Centrado en el problema - correcto 2 3.1 - 1
Centrado en el problema - incotrecto 24.5 18.4 22.4 42.9
Centrado en el algoritmo-problema 70.4 72.4 75.5 53.1
Otras incorrectas — 3.1 — 2

También hemos aplicado la prueba de McNemar, em-
pleando como criterio que la resolucion e interpretacion fue-
ran acertadas en los dos ensayos para que la ejecucion fuera
codificada como correcta y los resultados indicaron que en
ningun caso aparecfan diferencias significativas entre la habi-
lidad de los participantes para seleccionar y ejecutar un pro-
cedimiento de resolucién apropiado y el éxito a la hora de
interpretar la respuesta numérica (empleando la distribucion
binomial, p = .5, p = .6, p = .7 y p = .06, respectivamente
para RD, RR, RND y RCIP). En suma, estos datos ponen de
relieve que el principal obstaculo para resolver correctamen-
te los problemas de division con resto no es la ausencia de
interpretaciones o las interpretaciones erréneas como habi-
tualmente se sostiene en la literatura sobre los problemas de
este tipo.

Conclusiones

A menudo se ha argumentado que las dificultades de los ni-
flos en los problemas no-rutinarios, como los de division
con resto, se deben a que ejecutan el algoritmo mecanica-
mente sin tener en cuenta las demandas del mundo real (p.e.,
Cooper y Harris, 2003; Inoué, 2005; Verschaffel, Greer y De
Corte, 2000) y que este comportamiento puede provenir, por
ejemplo, de ciertas creencias y habitos sobre las matematicas
(p-e., lo importante es ejecutar los calculos, sin recapacitar
sobre el significado de los mismos en el mundo real) o su
percepcién de que la resolucion de problemas ha de adaptar-
se a las demandas habituales del aula. Desde nuestro punto
de vista, esta reflexion, valida para la mayorfa de los proble-
mas no rutinarios, necesitaria ser matizada en el caso de los
problemas de divisién con resto. En efecto, los resultados de
este trabajo ponen en tela de juicio la idea, generalmente
aceptada, de que los nifios construyen representaciones ini-
ciales siempre adecuadas de los problemas de division con
resto y que las dificultades radican en que las interpretacio-
nes de la respuesta numérica carecen de sentido en el mundo
real o, simplemente, en que no hay interpretacion. Los parti-
cipantes de esta investigacion interpretaron siempre la res-
puesta numérica, siendo el porcentaje de interpretaciones
correctas elevado (especialmente en los problemas partiti-

vos) y la presencia de interpretaciones centradas en el algo-
ritmo fue practicamente nula, lo que indica que los alumnos
no se limitaron a describir simplemente la operacion realiza-
da sino que hicieron un verdadero esfuerzo para justificar
sus respuestas de acuerdo con el mundo real. El problema
residié en que las representaciones iniciales del problema no
siempre eran adecuadas, de ahi que sus interpretaciones no
fueran correctas. Esto es, no tuvieron dificultades en la se-
leccion del algoritmo apropiado de resolucién, independien-
temente de que los problemas fueran partitivos o de medida,
pero en estos ultimos el rendimiento descendié porque la
representacién inicial del problema se basé en la aplicacion
de una estrategia superficial del andlisis del enunciado que
bien pudiera consistir en buscar un problema analogo a otro
conocido (Ze. partitivo). Aunque esta estrategia facilitd la
identificacién del algoritmo apropiado de resolucion, les lle-
v6 a pasar por alto informacién muy relevante, como el
hecho de que habia que completar una carrera o que las bo-
tellas debfan estar llenas y esto se tradujo, por ejemplo, en el
uso indebido de los decimales. De acuerdo con esto, nuestra
visién estd proxima a la de los autores que consideran que el
modo en que los estudiantes representan inicialmente el
problema guia todo el proceso de resolucién, incluyendo la
interpretacion (p.e., Carpenter ef al, 1999; Greer, 1993;
Hegarty, Mayer y Monk, 1995; Mayer, 2003; Mayer y Wit-
trock, 1996; Nesher, 1992; Palm, 2008; Rodriguez ef al., en
prensa). Expresado en otras palabras, una vez que resuelven
el problema, interpretan el resultado en términos de su
comprension inicial y, sin un entrenamiento metacognitivo
explicito, muy probablemente consideren redundante volver
a las fases iniciales del proceso de resolucién de problemas
(p-e., leer de nuevo el problema) para explicar el resultado. Y
aunque as{ lo hicieran eso no redundarfa en una mejora del
rendimiento, ya que leer y releer simplemente el problema
no garantiza que comprendan la situacion descrita en el pro-
blema, sino que por el contrario podtfan confirmar una y
otra vez sus planteamientos iniciales erréneos. En este senti-
do, diversos trabajos han puesto de relieve que los estudian-
tes no recuerdan directamente el texto del problema, sino
que recuerdan el modelo del problema que han construido a
partir de ese texto (ver, por ejemplo, Kintsch, 1986), lo que
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provoca la aparicién de distorsiones cada vez mayores a me-
dida que se incrementa su dificultad.

Como mencionamos en la introduccion, la resolucion de
problemas conlleva la aplicacién de una serie de pasos (i.e.,
representacion, planificacion, ejecucion, interpretacion y eva-
luacién de la respuesta) pero la ensefianza suele hacer hinca-
pié en las fases de seleccion y ejecucion del algoritmo, a pe-
sar de que las dificultades de los alumnos, como hemos visto
en este y otros muchos estudios (ver, por ejemplo, Carpen-
ter, Fennema, Franke, Levi y Empson, 1999; Carpenter,
Franke y Levy, 2003; Kintsch, 1986; Mayer y Wittrock, 1996;
Nesher, 1992; Rodriguez e al, en revision; Verschaffel,
Greer y De Corte, 2000), surgen en la fase de comprension y
representacién de la informacion descrita en el enunciado
del problema y no en la de ejecucion. De ahi que la estrate-
gia mas comun entre nuestros alumnos consista en el analisis
superficial del enunciado para determinar y ejecutar rapida-
mente el algoritmo de resolucion.

Es importante ayudar a los estudiantes a tomar concien-
cia de la necesidad de comprender y analizar la informacién
del enunciado antes de seleccionar el procedimiento de reso-
lucién, asi como la de establecer nexos entre el resultado
numérico y la interpretacién y evaluacion del mismo. Sin lu-
gar a dudas, eso requerirfa diseflar nuevos entornos de ense-
flanza-aprendizaje en el aula. Y no sélo planteando situacio-
nes mas auténticas (ver, por ejemplo, Palm 20006) o realistas
(p-e., Van den Heuvel-Panhuizen, 2005), sino sobre todo
fomentando la reflexion y la creacion de nuevos nexos entre
los pasos del proceso de resolucién de problemas. A modo
de ejemplo, las tareas de plantear problemas capacitan a los
alumnos para detenerse en los rasgos importantes de éstos,
realizar abstracciones a partir de los que han resuelto pre-
viamente y concebirlos como organizados en clases relacio-
nadas (ver, por ejemplo, Ellerton y Clarkson, 1996; Vers-
chaffel ez al, 1999). Asimismo, estas tareas pueden ser gra-
duadas en niveles de dificultad: se puede comenzar con si-
tuaciones estructuradas (p.c., se presenta un problema par-
cialmente completo que el estudiante ha de completar), si-
guiendo con las semi-estructuradas (p.c., dado un algoritmo
construir un problema que se resuelva con el algoritmo da-
do) y terminar con la situacion abierta (p.e., plantea un pro-
blema que sea dificil de resolver para un compafiero). En
suma, estas tareas podrian allanar a los alumnos la compren-
si6n del significado de interpretar y verificar la respuesta
numérica como algo mas que asignarle una etiqueta (Z.e., “x
personas’, «y globos”), convirtiéndose en un elemento destaca-
do a la hora de compartir y discutir, entre otras cosas, las
ideas matematicas con los ottros.

De nuestro trabajo se desprende que parece mas apro-
piado hablar de las dificultades de los RCPI que de los pro-
blemas de divisién con resto en general, ya que los proble-
mas RD, RND y RR constituian un bloque y no parecian
imponer mas demandas a los alumnos que los problemas ru-
tinarios. No obstante, todos ellos (Ze., RD, RND, RR y
RCIP) podrian ser empleados para ampliar la comprension
de los estudiantes, ya que son los que habitualmente alcan-
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zan los porcentajes de éxito mas elevados dentro de los pro-
blemas realistas (ver, por ejemplo, Greer, 1993; Reusser y
Stebler, 1997; Verschaffel, De Corte y Borghart, 1997; Vers-
chaffel, De Corte y Lasure, 1999; Yoshida ef a/, 1997). En
esta misma linea, Verschaffel ez a/ (1999) emplearon pro-
blemas RD, RND, RR y RCIP en la leidn de su programa
dedicada a la interpretacion del resultado y formulacién de la
respuesta.

Desde el punto de vista educativo, queremos insistir en
que los conceptos matemdticos tienen que ser percibidos
como utiles en la vida real y que en las clases de matematicas
se ha de favorecer la comprension y la reflexion. Esto no ha
de traducirse obviamente en una busqueda de problemas
aritméticos idénticos a las situaciones reales como sefiala
Palm (2000). Setfa insensato pretender que todos los dias en
el aula se planteasen situaciones en las que los propios alum-
nos tuvieran que ser protagonistas directos (p.e., organizar
los preparativos de una excursion, ...). Creemos, como la
mayoria de los autores, que las dificultades de nuestros
alumnos tienen su origen en un sistema educativo que relega
los problemas a una mera funcién de practica de los algorit-
mos recién aprendidos, que en vez de desarrollar habilidades
hace a los alumnos expertos en la resolucién de un tipo de-
terminado de problema (ie., problemas de Grupos Iguales
de division partitiva) o que fomenta la creencia, por ejemplo,
de que todo problema tiene una respuesta Unica correcta.
Con respecto a esto ultimo, resulta ilustrativo el estudio de
Inoue (2005) en el que recoge distintas respuestas de los es-
tudiantes al siguiente problema: “Tienes que llegar al aero-
puerto internacional JFK a las 7 de la tarde para recoger a un
amigo. A las 4 sales para el acropuerto que esta a 180 millas.
Conduces a 60 millas por hora. Tu amigo te llama y te pre-
gunta si vas a llegar a tiempo. ¢Qué le respondes?”. Nume-
rosos alumnos respondieron afirmativamente tras realizar la
divisién, otros lo hicieron negativamente aludiendo a que las
condiciones del trafico podian impedir que el conductor
mantuviera siempre la misma velocidad. Sin embargo, el da-
to mas interesante fue que en la entrevista algunos estudian-
tes que habfan respondido afirmativamente, justificaban la
respuesta indicando que el conductor podia conocer rutas al-
ternativas o que podia ser domingo y que entonces el trafico
era menor.

Para finalizar, volviendo a los datos del presente estudio,
resulta desalentador que el rendimiento de los alumnos de
ESO descienda cuando los problemas de division con resto
se formulan con la estructura de Grupos Iguales (i.e., la mas
familiar) en términos de medida; asi como que no sepan
identificar la divisién como algoritmo de resolucién cuando
se plantean en términos de Comparacion, tal y como hemos
hallado en un estudio anterior (Rodriguez ¢z al., en prensa).
Queremos insistir de nuevo en que en la enseflanza de la di-
visién es importante que los alumnos tengan la oportunidad
de ver multiples ejemplos de divisién partitiva y de medida,
porque ambas concepciones son necesatias para aplicatlas en
la vida real y para comprender conceptos posteriores como
la divisién de fracciones. Si los estudiantes tienen la oportu-
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nidad de practicar ambos tipos de divisién, aprenderan mas
rapidamente a reconocer esta operacion en sus multiples
manifestaciones y a ver la divisién como una operaciéon ma-
tematica tnica y sencilla. Del mismo modo, hemos de evitar
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