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RESUMEN

En consonancia con el enfoque propuesto por Hays
(1980), se presenta aqui una interpretacién geométrico-
vectorial de los principales estadisticos univariados y bi-
variados, de caricter paramétrico (medidas de posicidn,
escala, correlacion y regresion), cuya comprension es im-

. . . / .
prescindible para abordar el estudio de las técnicas de
investigacion y analisis multivariados.

ABSTRACT

This paper follows the suggestions proposed by Hays
(1980) showing a complete geometrical interpretation of
the esential statisties from an intervale-scale measurement
and starting the basic assumptions to a further analysis of
multivariate desing and data analysis.
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INTRODUCCION

Dado un conjunto de 'n’ pares de valores (X,, Y,), existen dos for-
mas de representacién grafica. La primera y mas natural, que hace
hincapié en la nocién de individuo, consiste en colocar los 'n’ puntos
que representan a los '’ individuos en el espacio bidimensional deter-
minado por las variables X e Y (fig. A). La segunda y mas estructural,
que hace hincapié en la nocién de variable, consiste en utilizar un
espacio n-dimensional en donde los 'n’ valores de cada una de las
dos variables representan dos vectores de ese espacio n-dimensional:

Xi = (X1, Xop o0y Xiy -vey Xn1, Xa) (fig. B)
Y = (}’1, Vo, ooy Vis oooy Vo, Yn) (5

Es facilmente deducible que, para los estudios de dependencia o
correlacién, la segunda representacion es la mas adecuada y, por
tanto, la que de ahora en adelante trataremos de desarrollar.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA MEDIA
ARITMETICA Y DE LLA DESVIACION STANDARD (O TIPICA)

Consideremos un eje I en el que las coordenadas de cualquiera
de sus puntos sean iguales, es decir, un eje tal que para todo vector
(X) situado sobre él:

X = (X1, X2, o0y Xiy vevy Xn 1, Xu)
se cumpla que:
Xi =X = ... =X = ... = X,_1 = Xa.

Este vector representaria una variable estadistica degenerada (o
constante) puesto que todos los individuos presentan los mismos va-
lores en la variable X (fig. C).

Si la distancia del extremo del vector, X,, a x, la representamos
por m, valdrd m, también, la distancia de X, a x,, la de X, a x;, etc.
y por tanto, la distancia OX, (0 médulo del vector) vendria dada por

D(OX,) .—_]/m2 +m+ ...+ m + .+ o+ m

DOX,) =)/ nm* =Vm* Vo = . Vn

es decir
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Consideremos ahora otro vector X, distinto del anterior, y por
tanto, de coordenadas distintas. Si proyectamos este nuevo vector
sobre el eje I, obtendriamos un vector X’ (OX) de coordenadas igua-
les en X’ y si designamos por k estas coordenadas idénticas, el cua-
drado de la distancia euclidea entre los puntos X' y X vendria dada

por
AP ==k x—k + o+ =k + .+
[P | g e —
luego
n

[D(XX’)] = > (x — k).
' i=1
Ahora bien, esta distancia serd minima cuando k = X, puesto que
n .

> (x; — k)* serd minima

i =1
para aquellos valores que anulando la primera derivada hagan posi-

tiva la segunda y, en efecto:
Desarrollando el sumatorio tendremos

n

(x"—2.x.k+k?

‘\/

= 1
y teniendo en cuenta que el sumatorio de una suma algebraica es la
suma algebriica de los sumatorios, la expresion anterior tomaria la
siguiente forma

n n

n
> X — >—_ 2.x.k + >— k? —
i=1

—

i =1 i =1
Como las constantes pueden salir fuera del signo de sumar y el
sumatorio de una constante es n’ veces la constante, la expresion
anterior quedaria como sigue
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=
=]

> x3—2.k > x;—n.k?

i 1 i=1

y derivando la funcién con respecto a k obtendremos

n In

e ) > x 4+ 2nk = — 2

X; + 2.n.k

NS

Ok

—

i =1 i =

derivando nuevamente con respecto a k, la segunda derivada seria

por lo que al ser la segunda derivada positiva puesto que n > O la
funcién seria minima para el valor de k que anule la primera deri-
vada. Haciendo, por tanto, la primera derivada igual a O, tendriamos

n

NS

1

sacando el 2 factor comin en el primer miembro de la igualdad

Il

n

_2( Xi—n.k>=0

N

1

1

fI

dividiendo los dos miembros por —2

i=1

X; — n.k> = O

N
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transponiendo términos y multiplicando por —1
n

nk = > X;
i=1
despejando k para calcular su valor

Xi

™S

_.
It
—

k =
n
luego la expresién serfa minima para k = X,
Si k = X, se deduce que el punto X tiene por coordenadas
(X, X, ooy X, ooy X, X,
La longitud OX’ (equivalente a OX,, calculada anteriormente)
valdria, por tanto, 7(]/>n— y la distancia XX vendria dada por
n

> =

i=1
Pero sabemos que la desviacién tipica de una distribucién de
frecuencias viene dada por la expresién:

Sy =

en donde el numerador del segundo miembro es D(XX’), por tanto,

se podria expresar esta distancia mediante el producto s, ]/;ﬁg_ D

Tenemos asi una interpretacion geométrica de la media y la des-
viacién tipica de un conjunto de m’ observaciones:

“Sobre €l coeficiente ]/*ﬁ, la distancia entre el vector X y el

eje 1 de variables estadisticas degeneradas es la desviacidn tipica
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y la distancia OX’ es la media de la distribucion de frecuencias con-
siderada”.

TEOREMA DE KONIG

Si consideramos un punto M del eje I cuyas coordenadas son
iguales a k, la distancia OM es igual a

kY n o
y la distancia MX’ es igual a
‘k—x_(l/n fig. Ev F
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo MXX’ de la fig. F,
tenemos:
MX: = XX* + MX*®
es decir,

(xx—k)’ =ns + nk—x)

.‘\/

et

1 =
y dividiendo por n’ los dos miembros de esta ecuacién tendremos
la expresion del teorema de Konig:
sy = s’ + (k - X>2
cuando k = X, el momento de orden dos respecto a k (la media) es
la varianza,

“Sobre el coeficiente l/n, el cuadrado construido sobre la

distancia entre el vector X y el eje I de variables estadisticas dege-
neradas es la varianza de la distribucién de frecuencias considerada”.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA COVARIANZA

Supongamos dos ejes OX y OY sobre los que se sitian respec-

tivamente, las desviaciones tipicas de dos variables X e Y. Sea
OA =5, yOB =5, fig.1

siendo % el 4ngulo que forman los mencionados ejes. El valor

maximo de la suma de los vectores s, y s, vendria dado, exclusiva-
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mente, en el caso en que ambos ejes tuvieran la misma direccién. La
suma vectorial se realizaria llevando, por ejemplo, el origen de OB
sobre el extremo de OA, con lo que tendriamos OA + OB = OH,
en donde AH seria igual a OB.

En nuestro caso, las direcciones de los ejes OX y OY no son coin-
cidentes, puesto que, hemos partido del hecho (o supuesto) que

¢ # 0O.Lasuma OA + OB no seria, por tanto, la suma maxima,
y si pensamos que una desviacion refleja en cierto modo un des-
plazamiento de las puntuaciones con respecto al centro de gravedad
de una distribucién de frecuencias, no tendremos ningin obsticulo
en asimilar la desviacién tipica a un vector, puesto que éstos estin
totalmente representados mediante un desplazamiento. Observando
nuestra figura, podemos darnos perfecta cuenta que desplazarse OA
y a continuaciéon OB (o viceversa) supone desplazarse OP, por lo que
tendremos:

OA + OB = OP

Imaginemos ahora, unos ejes de coordenadas rectangulares (orto-
gonales), OO para las abscisas y OO” para las ordenadas. Hagamos
coincidir uno de los ejes donde se presentan las desviaciones tipicas
de las variables, el eje X por ejemplo, sobre el eje de abscisas OO’,
proyectando sobre él, tanto la suma maxima como la real. La pro-
yeccién de OH por situarse sobre el propio eje de proyeccién seria
OH vy la proyeccién de OP vendria dada por OP puesto que O se
encuentra sobre el eje de proyeccién (recordemos que la proyeccién
de un segmento sobre un eje es el segmento determinado por la pro-
yeccién de sus puntos extremos).

Al operar de esta forma, sobre el eje OO’ encontramos dos des-
viaciones-suma, una, la maxima, representada por OH y otra, la real
en nuestro caso, representada por OP’; a ambas desviaciones-suma
les corresponderan otras tantas varianzas-suma, que estarian deter-
minadas por las 4reas de los cuadrados construidos sobre ellas, es
decir, las varianza-suma maxima vendria determinada por el drea
del cuadrado OHFM vy la varianza-suma real vendria determinada
por el area del cuadrado OL]JP’.

El cuadrado construido sobre OH = OA + AH tendra por érea
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OH® = (OA + AH) = OA® + 2.0A.AH + AH® (1)

y si observamos la figura 1, veremos perfectamente delimitados los
miembros del trinomio-producto:

OA? es el drea del cuadrado OADC,

AH*? es el area del cuadrado DEFG, ya que AH = DE por
ser ambos segmentos partes de rectas paralelas comprendidos
entre rectas paralelas; por ultimo,

OA.AH es el area de cualquiera de los rectaingulos CDGM o
AHED, puesto que para el primero de los rectingulos, su base
CD es igual a OA, por ser partes de paralelas comprendidas
entre paralelas y su altura GD es igual a DE, por ser ambos
lados de un cuadrado, en donde el dltimo, como hemos visto
anteriormente, es igual a AH.

Como para el segundo de los rectingulos podemos seguir este
mismo razonamiento, nos encontramos ante dos rectingulos cuyas
bases son equivalentes a OA y cuyas alturas son equivalentes a AH
y, como el drea de un rectangulo es el producto de sus dos dimen-
siones, tendremos unas areas equivalentes a

2.0A.AH

con lo que, finalmente, obtenemos el tercer término del trinomio.
Ahora bien, por definicion, OA es igual a s, y AH es igual a
OB vy, por tanto, a s,, luego nos encontramos ante un cuadrado cuya
drea total se encuentra descompuesta en cuatro dreas bien definidas:
a) un cuadrado que es la varianza de X (s°,),
b) otro cuadrado que es la varianza de Y (s%), y
c) dos rectingulos de area s,.s;,
es decir:
(s« + 8 = 8% + 2505, + &% (2)

Por otra parte, el segmento s, + s, se puede considerar como el
lado que se opone al angulo formado por los vectores s, y s,, y sabe-
mos que el cuadrado del lado opuesto a un dngulo es igual a la suma
de los cuadrados construidos sobre los lados que forman el angulo,
mas €l doble del producto de uno de ellos por la proyeccién del
otro sobre él, y como el dngulo formado por s, y s, es de O° puesto
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que ambas desviaciones tipicas estan situadas en ejes coincidentes,

tendremos:
9 —9 o 2] 9
(S¢ + 8.7 =8 + 2.5.8,c05 O" + s7% (3)

Si comparamos (2) con (3) veremos que ambas expresiones son
idénticas puesto que el coseno de O” es igual a la unidad.

Ahora bien, por definicion, r., es el coseno del dngulo que forman
los ejes donde se sittian las variables y, por tanto, la ecuacion (3)
puede tomar la forma

> > ,
(SX + Sy)z = S x + 2'SX'SY‘ rxy + S2}' (4)
y como el coeficiente de correlacion de Pcarson es definido por
Sxy
Iy = -
Sx.Sy
tendremos que
SH' = Sx-Sy-rxy

y sustituyendo en (4)

($¢ + 8,)° = 5% + 25,0 + 5% (5)
lo que nos permite definir cada una de las figuras AHED v CDGM,
como los rectangulos cuyas dreas expresan, indistintamente, la cova-
rianza maxima entre dos variables.

Si nos remitimos ahora a nuestro caso concreto donde las variables
se sitian en unos ejes regulares con con » 7 O° tendremos
igualmente la expresion (4) con r,, menor de uno v bajo cualquier
concepto, tendremos la ecuacion (5) en donde s,, es igual a

$,.8;.C08
o lo que €s lo mismo
Sxe = (Sx) . Proy(s;)
en donde la proyeccion de s, vendria determinada por el valor de
AP, puesto que s, = OB = AP.

Desde el punto de vista fisico, podriamos definir la covarianza
de X e Y, de acuerdo con lo dicho anteriormente, como EL PRO-
DUCTO ESCOLAR DE LAS DESVIACIONES TIPICAS DE AMBAS
VARIABLES.

La covarianza de (X, Y) ha quedado pues determinada por el area
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de cualquiera de los rectangulos ADIP’ 0 CDKL, en donde el valor
de uno de los lados viene dado por una de las desviaciones tipicas, ss
en nuestro caso, y el valor del otro lado viene dado por la proyeccién
de la otra desviacién tipica, en nuestro caso s,, sobre la primera o
sobre su eje direccional, en nuestro ejemplo s, u OO’, respectiva-
mente.

Si observamos las figuras 2 v 3, vemos que, al abrirse los ejes
(% < ¢ < %*) permanece constante una de las dimensiones de los
rectangulos —(s,)— pero va disminuyendo la otra —Proy(s,)— de
tal forma que por haber definido la covarianza como el area de cual-
quiera de esos rectingulos, su valor va disminuyendo conforme au-
menta el valor de » .puesto que, al permanecer constante una de
las dimensiones, siendo la otra funcién del coseno, su producto (area)
disminuir4, ya que esta funcién disminuye de 1 a 0 cuando el angulo
aumenta de 0° a 90°. Recordemos nuevamente que la covarianza
maxima se encuentra con o = 0°.

De igual forma, definida s, por el producto s..s,.cos ¢ la cova-
rianza sera nula cuando los ejes sobre los que se sittian las desviacio-
nes tipicas de las variables sean perpendiculares ( » = 90°) puesto
que €] coseno de 90" es igual a 0 y de esta forma encontrariamos que

Sy = 85,0 = 0

Geométricamente observamos (ver figura 4) que la proyeccion del
punto P sobre el eje OO, que designamos por P’, coincidird con A
y por tanto la distancia AP’ sera nula por ser ambos puntos coinci-
dentes. De igual forma K coincide con D v L. con C v siendo la
covarianza el drea determinada, indistintamente, por los rectangulos
CDKL o ADIP’, observamos (ue por ser cero una de las dimensiones,
su area (covarianza entre las variables) seria también cero,

Nada nos impide, por tanto, definir la covarianza como EL. AREA
DEL RECTANGULO CUYAS DIMENSIONES VIENEN DADAS
POR UNA DE LAS DESVIACIONES TIPICAS Y POR LA PRO-
YECCION DE LA OTRA SOBRE ELLA MISMA (O SOBRE SU
EJE DE DESPLAZAMIENTO).

De la misma forma que hemos procedido hasta ahora donde he-
mos situado uno de los ejes de las variables sobre el eje imaginario
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OO’ y el eje de la otra en el primer cuadrante, podriamos haber ra-
zonado con el segundo eje dentro del segundo cuadrante (90° < ¢ <
180°) o dentro del tercer cuadrante (180° < » < 270°) o dentro
del cuarto (270° < ¢ << 360°), teniendo en cuenta que:

cos (180° — © ) = — cos o
cos (180° + < ) = — cos ¢
cos (360° — ¢ ) = cos @

Cuando el segundo eje se encuentra situado en el segundo cua-
drante, es decir, cuando los ejes sobre los que se sittan las desvia-
ciones tipicas de las variables X e Y, forman un dngulo superior a
90° e igual o inferior a 180", para construir el modelo geométrico,
hemos de proceder de forma similar a la que hasta ahora habiamos
utilizado, pero trabajando sobre la base, no de OA y OB, sino de
OB y OA’, siendo OA” = — OA, por lo que las 4reas obtenidas an-
teriormente a partir de los productos OA.OB, proyecciones o seg-
mentos equivalentes a ambas dimensiones, vendrian ahora expresadas
por OB.OA’ y dando a OA’ su valor, el producto anterior equivaldria
a obtener dreas de valor OB.(—OA) y, por tanto, con caricter ne-
gativo,

En este cuadrante, la covarianza obtenida mediante el 4rea defi-
nida por el producto, por ejemplo, (DA’).(A'P’), en donde A'D = OA’
= — OA (por construccion) y A'P” es la proveccion de A’P = OB
tendrd caricter negativo, puesto que sera negativo el producto
(—OA).proy(OB), valores que corresponden a las dos dimensiones
de cualquiera de los rectingulos A'P’ID o KDCL (figura 5). El 4rea
suma vendria determinada segin la expresion (3) por:

—-) —-) a2 o
(sy + 8;)° = 8% + 2.s.s,c08 (180° — © ) + s%

es decir,
> >
(se 4+ s,)7 = 8’ + 2.8.8,.(—cos 9 ) +5% (6.a)
o bien
> >
(sx + s¢) = s*, — 2s.s,.c08 ¢ + s% (6.b)

por tanto, el término central representa el area de los rectingulos
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anteriormente mencionados y correspondientes a la figura 5, pero
considerandola con caracter negativo: — 2.s,,.

Cuando el segundo eje se encuentra situado en el tercer cuadrante
(figura 6), es decir, cuando los ejes sobre los que se sittian las desvia-
ciones tipicas de las variables X e Y forman un dngulo superior a 180°
e igual o inferior a 270, la construccion del modelo geométrico es
similar a la anterior, puesto que volvemos a trabajar con OB y OA’
y donde OA’ vuelve a ser igual a — OA. El 4rea-suma vendria de-
terminada por (6.a) o (6.b) puesto que el cos(180° 4+ » ) = —
cos ¢ v por tanto:

> -
(s: + sy) = s — 2.5,.5,.c08 ©» + s% (7)

donde el término central representa el drea de los rectangulos PPA'DI
v DCLK correspondientes a la figura 6, pero considerandola, igual-
mente, con caracter negativo.

Cuando el segundo eje se encuentra situado en el cuarto cua-
drante (figura 7), es decir, cuando los ejes sobre los que se sittan
las desviaciones tipicas de las variables X e Y forman un 4ngulo su-
perior a 270° e igual o inferior a 360°, la construccién del modelo
geométrico es similar a los de las figuras 1 a 4, puesto que volvemos
a considerar las desviaciones tipicas de las variables OA y OB en su
sentido original y puesto que, ademas, cos(360° — © ) = cos v ,
El 4rea-suma vendria dada por

2

(s. + 8,)" = 8% 4 2s8.8,c08 5 + s%, (8)

con el térmnio central igual a 2.,, con caricter positivo.

Vemos por tanto que, considerando la varianza-uniéon como la
varianza obtenida a partir de la suma de las desviaciones tipicas,
observamos que una parte de esta varianza-unién viene determinada,
exclusivamente, por la desviacion tipica de X, siendo su valor s
otra parte viene determinada, exclusivamente, por la desviacion ti-
pica de Y, cuyo valor es s°, vy, finalmente, existe una tercera parte
que perteneciendo a la unién (suma) viene determinada por una y
otra desviacion tipica siendo su valor (s,.s,.cos o ).

Desde esta perspectiva, podriamos considerar a los dos rectingu-
los cuyas 4areas son, indistintamente, igual a la covarianza, como la
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“varianza-interseccién” de los conjuntos cuya “varianza-unién” viene
determinada por (s, +5s,)* y, por tanto la covarianza podria ser definida
como LA MITAD DE LA VARIANZA INTERSECCION O VA-
RIANZA COMUNITARIA DE DOS VARIABLES.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE (r,,).

En todas las figuras (figuras 1 a 7) hemos visto representadas dos
covarianzas, una, la real, que depende de la inclinacién de los ejes
en donde se sitian las desviaciones tipicas de las variables X e Y,
representada por el area de cualquiera de los rectangulos ADIP’ (para
las figuras 1 a 4), A'DIP’ (para las figuras 5 a 7) o CDKL (para todas
las figuras —1 a 7—), cuyo valor viene determinado por el producto
(se85.cos  ®» ) con w9 = 0% la otra, la maxima, representada por
el drea de cualquiera de los rectangulos ADEH (para las figuras 1 a
4), ADEH (para las figuras 5 a 7) o CDGM (para todas las figuras,
de la 1 a la 7), cuyo valor viene determinado, asimismo, por el pro-
ducto (s.s,.cos © ) pero con w = 0°. Pues bien, definimos el
coeficiente de correlacion de Pearson (r.,) como LA RELACION
(RAZON) ENTRE LA COVARIANZA REAL Y LA COVARIANZA
MAXIMA DE LAS VARIABLES, es decir:

$5.55.COS §
S5 CSP _ cos © = 1y, (puesto que cos 0° = 1)
S;.5;.cos (°

INTERPRETACION GEOMETRICA DE (r%;).

El cuadrado cuyo lado es OP" es decir, el cuadrado construido
sobre Proy(s, + s,) y que tiene por drea
- >
(OP)y = [Proy (sx + sy) ] 2
puede ser descompuesto, al igual que lo haciamos con la covarianza
maxima, en dos cuadrados y dos rectangulos (ver, por ejemplo, la fi-

gura 1), y puesto que
> > - >
Proy(s, + s,) = Proy(s:) + Proy(s,)
tendriamos que
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' > > 11
(OP’* = [Proy(s,) + Proy (s,)

y desarrollando el segundo miembro de la igualdad

(OP)? = ]Proy(sx)]2 +2. /Pro_v(sx)] _ [Proy(sy)] L [Proy(sy) vlz

en donde el término central del trinomio no se encuentra multipli-
cado por el cos ¢ puesto que, por situarse las proyecciones sobre
un mismo eje » = 0" v, por tanto, cos » = 1. Ademas, Proy(s,)
= s, por encontrarse s, sobre el eje de proveccion y Proy(s,) = s,.
cos » como anteriormente vimos; por tanto, tendremos

(OP’)? = s°. + 2.5,.5,.c08 © + s’,.cos® o

es decir
(OP')2 = s*, + 28, + s%.cos* %
y como segun (53)

— -
(¢ + 8,02 = s% + 2.5, + S%

ambas areas difieren en el tercer término del trinomio, es decir, en
el drea del cuadrado superior derecho (ver figuras 1 a 4), superior
izquierdo (figura 5), inferior izquiedo (figura 6) o inferior derecho
(figura 7).

Pues bien, la razén entre las dreas de los cuadrados DKJI y DEFG
determinadas por los terceros términos de los trinomios anteriores
recibe el nombre de coeficiente de determinacion (r*).

Podemos definir, por tanto, el coeficiente de determinacién como
LA RELACION (RAZON) DE LA PARTE DE LA VARIANZA DE
UNA DE LAS VARIABLES, ASOCIADA A LA COVARIANZA DE
AMBAS, ENTRE LA VARIANZA TOTAL DE LA MISMA.

El mismo valor habriamos obtenido si las varianzas de X e Y se
hubieran permutado (ver figura 8). En el primero de los casos ten-
driamos:

§%.c0s% @ , s
pe = COS" 9 = Ty
y
y en el segundo
s*,.cos® o
3 = cos’ v =1,
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